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The 784 keV energy level of Pt!® decays partly by 468 keV E2 radiation into 
the 316 keV excited level, partly by 784 keV E4 radiation into the ground state. It follows 
from the high intensity of the crossover that the 468 keV transition has to slow down in about 
10° see. According to our coincidence measurements the life time of the 468 keV transition 
is T< = 2.10" ‘sec. By scintillation spectrometer measurements of the high energy part 
of the Pt!* spectrum the relative intensity of the 784 keV radiation has been obtained as 
< 0,5 - 107? (in terms of the intensity of the 600 keV line). From the coincidence measurements 
it seems probable that the intensity of the 784 keV E4 transition is less by 3 orders of magnitude 
than the above value. The existence of the 1050 and 1210 keV lines has been verified by our 
_measurements. 


I. Introduction 


The transitions of Ir’? lead to the excited levels of Pt!®? [1—4]. The 
y-rays resulting from the decay of these excited levels have been extensively 
studied. In studying the excitation energies, spin and parity relations of the 
levels as well as the nature of the y-transitions and their relative intensities, 
it seems probable that the first, second and fourth excited levels constitute 
a set of vibration levels while the third level is of another type: probably 
produced by the excitation of one or two nucleons [5]. Fig. 1 shows the level 
scheme of Pt1%. 

A further problem is given by the 784 keV crossover leading from the 
third level into the ground state. This can be only an E4 type transition, the 
spin and parity of the third excited level being 4* and that of the ground 
state 0°. It is difficult to understand why the ratio of this E4 transition 


intensity to that of the 468 keV E2 type transition, starting also from the 
1(784 : : 
third level, is about ren = 10-3. According to the shell modell this ratio 
could be expected to be 10-8—10~° [6] and on the basis of the collective 
model even less [7]. Thus here — if this transition really exists — a mechanism 
has to be assumed which greatly decreases the probability of the 468 keV 
E2 transition, or considerably increases the. probability of the 784 keV E4 
transition. Probably both effects may occur. If the 468 keV E2 transition is 


assumed to be a particle transition, then an effect reducing the transition 
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: 
probability could be explained by considering the deformability of the nuclear 
core [8]. As a matter of fact, in the case of deformable nuclei also the nuclear 
core takes on another form by the excitation of a nucleon ; consequently 
the wave functions of the initial and final state in the transition matrix element 
may give a value lower by several orders of magnitude than the value cal- 
culated according to the shell model. ; 
Supposing the shell model approximation for the life time of the 784 
keV transition (7.10-? sec) and the intensity ratio given in literature to be 
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Fig. 1. Pt'®? level scheme according to BAGGERLY et al. [4]. The thickness of arrows is propor- 
tional to the intensity of each transition 


correct, the life time of the 468 keV transition should be about 10-4—10-6 
sec. According to these considerations it was to be expected that the half 
life of the third excited level could be determined with our available coin- 
cidence apparatus having a resolving time of about 2.10-8 sec. 


If. Experimental arrangement 


An anthracene single crystal placed on an RCA 5819 type photo- 
multiplier was used as f-detector and a 1: & 1% Nai crystal with a 


RCA 6342 type photomultiplier were applied as y-detector. The pulses coming 


from the f-detector were conducted by an about 30 m long cable (fixed delay) 
into the input of a fast-slow coincidence circuit. The pulses arriving on the 
other hand from the y-detector were transmitted by a delay a with a 
maximum delay of 4.10-7 sec [9] into the other input of the coincidence 


Variable delay 


Amplifier 


Disriminator 


Triple Caine. 


Scaler Il. 


Fig. 2. The block scheme of the electronics 


III. Experiment 


a The differential discriminator on the y-side was set in such a way that 
first there should be the 300 keV photopeak in the channel (it is assumed that 
the 300 keV y-transitions follow the /-decay very rapidly since they are E2 
type y-rays originating from collective transitions), and then the differential 
discriminator channel was set at a 468 keV photopeak. The delay curves 
plotted for both cases are shown in Fig. 3. By comparing the two displacement 
curves, it may be observed that the half life t of the 468 keV level is less than 
the resolving time of our coincidence circuit tT < 2.10~° sec. 
Scintillation spectrometer measurements lead to the conclusion that 
the 784 keV E4 transition exists [1,4]. Other methods have given a much lower 
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i -examined the 
value for the transition intensity [2, 3]. Therefore, we have re-examined 


i 192 »-spectrum. 
high energy part of the Pt!% y-spe ples 
; In the case of scintillation spectrometers the accurate identification 


: ; 
of the crossover transitions is rendered difficult by the fact that ries | 
tions of the cascade transitions, arriving simultaneously in the crystal, may — 


give a sum-pulse of the same amplitude as that of the crossover radiation 
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Fig. 3. Delay curves; above: f-radiation — versus 300 keV y-radiations, 


below: f-radia- 
tion — versus 468 keV y-radiations 


pulse. There is a possibility for the discrimination of the crossover pulses and 
the sum-pulses because the intensity of the crossover line decreases with the 
square of the distance between crystal and sample, 
intensity decreases with the fourth power of the distance. The relative intensity 
of the 784 keV line was determined by this method [1, 4]. 
time of each point of the spectrum was very long ( 
of the high energy spectrum region re 


whereas the sum line 


The measuring 
about | hour). The measuring 


quired in this way several days. 
In our measurement we have been using a much quicker method, which 
permitted to measure the high energy part of the spectrum in about one 


hour. Thus this method represents an essential gain from the point of view of 
the stability of measurement. 
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by factor of 10 ot The oe Steers in this way ie keV 
‘ds may be seen in Fig 2. The intensity of each line has been determined 
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the photopeak efficiency of the scintillation spectrometer [10] and the absorp- 
tion of the Pb layer. The presence of the 784 keV radiation could not be 
identified on the basis of Fig 4. An upper limit for the intensity has been 
given. The results compared to those of other authors are shown in the follow- 


ing Table. 


IV. Conclusions 


It may be seen from our measurements that the slowing down of the 
468 keV transition did not take place in a measure to be expected from the 
relative intensity of the 784 keV line given in the literature. Thus the existence 
of the 784 keV line seems rather doubtful. Even if it were found to exist 
it could only be conceived as the acceleration of the E4 transition. Such 
acceleration has not been identified as yet [7]. 

Our measurements carried out on the high energy part of the Pt192 
spectrum verified the existence of the 1050 keV and 1210 keV lines. 

We are indebted to Prof. K. Stmony1 for his continuous interest in 
our work. 
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O BO3BY)KJEHHbIX YPOBHAX Pr 
JI. KECTXEJIN nu HW. 34MAHM 


Peswme 


784 k9B-bili ypoBeHb SHeprun Pt? paciensmerca Cc OnHOli cTopoub! 468 K9B-bImM E2 
MSTYYCHHEM Ha BO3OY>KCHHbIM YPOBeHb B 316 K9B HsJlyueHnem B 784 Kap E4 — Bg ocHoBHoe 
cocToxHne Cc ApyroH. M3 Oonpuoi uHTeHcuBHOCTH KpoccoBepa ciemqyeT, uTo 468 KoB-bili E2 
NEPEXOM NOIDKEH YMEINTBCA NpHMepHO 0 10-5 cek. To MIPOBeACHHbIM H3Me€peHHsAM COBMa- 
Rewnh 6—y nepnoy oKusnu mepexoya B 468 K9B coctTaBsiseT t — 2.10-8 cek. Ha OCHOBaHHH 
CHMATHIIAWMOHHBIX CNeKTPOCKONMYeCKHX H3MepeHHH, MpOBeseHHBIX Ha CHeKTpe BbICOKOH 
SHeprun Pt. OTHOCHTeNbHaA MUHTCHCHBHOCT 784 K9B-Or0 MSIyYeHHA OKAasazaCb < 0,5.10-2 
(OTHOCHTeNBHO rpynnbr JIHHHi B 600 Kos). Ha ocHoBaHuu H38MepeHHA COBNAayeHHit MODKHO 


YTBEPKaTb, YTO MHTCHCHBHOCTh mlepexoyja B 784 K9B E4 no seeili Be€POATHOCTH MODKET MeHbILe 


ObITb, NpHMepHO Ha 3 NOpAAK 
1, ALKA BeIMYHHbI. M3smepeHusamMu TO_TBeEpKTeHO Cc 
JIMHHH B 1050 wf 1210 kop. 3 ata ey aa 
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5 Qualitative features of a multiple emission process of nuclear particles are discussed. 
A possible qualitative model is established for the description of events of this kind. Some 
“measurements are proposed in order to clarify further the characteristics of the process. 


‘ 1. Introduction 


The aim of this paper is to give a brief account of the present state 
of the problem of multiple meson production. Only “elementary” acts are 
considered here, i. e. interactions between nucleons and nucleons or mesons 
and nucleons, while those between fast nuclei are left out of consideration. 
This limitation of material seems to be justified, because the treatment of 

“jnteractions between nuclei would require a better knowledge of the behaviour 
-of many-nucleon systems at very high energies. Further, the part of the 
problem considered here is of interest from the point of view of elementary 
particle physics too, since it can give information about elementary particle 
interactions and nucleon structure. A serious disadvantage of this standpoint 
is, of course, that it renders the comparison with the experiment more diffi- 
cult. As far as the only source of extremely energetic nucleons is comic 
radiation and events are detected by ordinary nuclear emulsion methods, one 
can expect only a small fraction of them to be pure N-N collisions, while 
in other cases further — and not well established — considerations are necessary 
in order to evaluate experimental data. 

In the following sections we do not want to go into the details of some 
of the current models of multiple emission processes, e. g.[1]—[3], since 
— in our opinion — increasing experimental material and rather simple 
theoretical considerations indicate that, maybe, none of them is the correct 
one. Since so far a good theory of multiple production has not been set up, 
we prefer to sketch some picture of the process, which — we hope — is not 
too far from reality. Based on this sketch, we should like to propose some 
experiments which possibly help to clarify the situation. Only further experi- 
ments can decide, how our present picture must be modified — or perhaps 
completely rejected — and how to construct a future theory of very high 
energy phenomena. 

* This article arose from two reports, given by the author at the Emulsion Working 


Meeting in Warsaw and at the seminary of the Institute of Physics, University of Warsaw, 
in October 1957. 
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2. Characterization of interactions 


We want to characterize the interactions by some suitable quantity, 
which gives information about the ‘“‘speed”’ of the interaction.* More preci- 
sely, we want to relate some characteristic time of the reactions to a similar 
quantity, characterizing the duration of the collision. In order to obtain 
such a quantity, we idealize collisions as follows. Consider the interaction 
of two nucleons. We imagine that the interaction of them begins, when their 
wave packets meet. At this moment their initial velocity §, instantaneously 


= Siete! 
falls to Pp = eG (6, -+ B2) and is constant till the overlapping of wave packets 


ceases. (Quantities with a bar denote those given in C. M. system, without 
bar in L system, while indices 1 and 2 denote quantities before and after 
interactions, respectively. At this final moment the velocity instantaneously 
falls to fy.) Here, as throughout this paper, we put A—=c= 1.) According 
to this picture the ‘‘time of collision”, i. e. the time of overlapping of the 
wave packets is given in the L system by 


-1 p/-1 
to ~ Ho B ? 
where yu is the pion mass. 


For the ‘“‘characteristic time of reaction’? we choose the inverse of the 
total level width of the initial state, 


thes lt, 
which is connected with the reaction cross section by 
Pss,7% 


where j is the incident current density. Normalizing the number density to one 


nucleon per interaction volume and taking into account the experimental 
value of the cross section (0, ~ a u-?) we find 


Ups 1B, : 
This gives 
te tet = B'B, ~ 6B : 


Bb’ can be suitably expressed by observable quantities. Denote the relative 
energy transfer to secondaries (“inelasticity”) by k 


pas ee 
Ye——4 


: 5 : . F : 
In the following discussion we restrict ourselves to the estimation of orders of magni- 


tude only, corres onding : = : 
seein § P g to the scope of this paper. Thus factors like 2% or z are sometimes 
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“where B, is the velocity of the C. M. system : 


and 
= 1 
Ee a {(1 — ve7}2? + [1 — (7% — ky + yD. 
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Fig. 1. Ratio of reaction and collision times as the function of C. M. Lorentz-factor 
at different energy transfers 


The behaviour of f’ as a function of y, and k is plotted in Fig. 1. One sees, 
that f’ in most cases which are of interest for multiple meson production is 
practically equal to unity. 

This result has rather serious consequences for the validity of certain 
approximations. In current models usually one of two extreme standpoints 
is accepted, namely, that either the two colliding nucleons form together 
a unified, highly excited intermediate system, which afterwards decays into 
the secondaries [2], [3], or, that the proper fields of the two nucleons — after 
having been excited because of collision — radiate independently from each 
other [4].* Our estimation shows on the contrary that the time during 
which the energy-momentum transfer cccurs is always comparable with the 
time of the emission reaction. (This result is very plausible, if one takes into 
account that the energy-momentum transfer takes place by similar processes 


as those in the emission of free particles.) 


* We completely leave out of consideration those theories which consider the emitted 
mesons as having arisen simply from the difference of nucleon proper fields before and after 
the collision. These theories prove unsatisfactory even at moderate energies. 
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We must thus conclude that both approximations mentioned ‘ahowe 
must be considered as rather rough ones and results derived with their aid 
must be handled very carefully. 

The assumption that the nucleons form a unified compound aystems 
would be more or less justified at k = 1 and at very low values of only, 
but at such y-s the probability of meson emission rapidly decreases. 

So far only collisions between two nucleons have been considered. it is 
an important feature of our discussion that the number of colliding particles 
is conserved. The situation is somewhat different in the case, when the colliding 
particle is absorbed during the collision (e. g. 2 or K mesons). In that case 1t 
is not possible to speak of a finite collision time of the partners, Weimans to 
put rather tT, = oo as a generalization of the preceding analysis. This would 
mean that the requirement ‘‘T, t,' <1”, necessary for certain kinds of 
approximations [1], is trivially satisfied.* 


ie 
Bees. 


Fig. 2 
a) Interaction of two nucleons leading to ‘hccmnaies of secondary particles. b) Interaction 
of a meson with a nucleon. The meson is absorbed by the nucleon ‘‘core”. ¢) Meson-nucleon 
interaction with the meson absorbed in the proper field of the nucleon. d) Alternate possi- 
bility of meson-nucleon interaction. The interacting meson is not absorbed 


The above-mentioned possibilities are demonstrated in Figs. 2a and b. 
We want to emphasize that these diagrams are only interaction schemes; they 
possibly contain radiative corrections etc., which are not explicitly drawn in ; 
one must not interpret them rigorously, as e. g. original Feynman diagrams. 

It is possible that the meson is not absorbed by the nucleon core itself, 
but e. g. by a virtual baryon in its proper field. This and similar possibilities 
can lead equally well to nucleon excitation. Fig. 2d. shows an alternative 
possibility of a meson-nucleon interaction, According to this diagram a meson 
interacts with a nucleon not by being absorbed by the nucleon ‘‘core’”’ but 
via a closed baryon loop, which exchanges virtual mesons with the original 
nucleon. One sees that this latter interaction mode is in its structure rather 
similar to a N-N interaction, so possibly several features of them are 
common. Two events of such kind, say 2a and 2d can hardly be distinguished 
experimentally, except under very favourable circumstances (e. g. a well- 
analysed pion beam of a big accelerator). 


te : : 

; This latter fact, however, does not have necessarily the consequence, that theories 
assuming some “equilibrium” work better for 2 collisions than for NN ones, since one must 
compare the excitation and decay time of isobars as well. (See following sections.) 


on 
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It is expected that two events, where the absorption mechanism is 
different, will differ in the angular and energy distribution of secondaries. 
In interactions like 2c and d one expects that higher angular momenta are 
‘involved, and so the angular distribution is more peaked ; in an interaction 
of type 2d one expects that the energy transfer is lower than iv cases when 
the primary pion is absorbed by the target nucleon, etc. 


3 3. Excitation and decay of nucleon isobar states 


It is a well-known fact that 2-N scattering shows certain resonance 
effects. Apart from the famous (3, 3) resonance at ~ 200 MeV, the existence 
of two other resonances seems to be established experimentally. One of them 
is at ~ 800 MeV, and the resonance oceurs in the I = 1/, state, while the 
other at ~ 1370 MeV in the I = 3/, state. The half widths of the resonances 
are roughly 80 MeV, 130 and 150 MeV, respectively. 

One might think that these resonances correspond to some virtual 
‘levels of the nucleon-meson system, and one then can consider other levels too. 
-One cannot exclude the possibility that at higher energies further resonances 

will be observed. (The assumption of further resonances is not an unjustified 
extrapolation as it might seem at first sight. Inthe C. M. system of two nucleons, 
e. g. of ~ 104 GeV, one has energies higher only by a factor of a few times 
10 or 102 than those at which experiments with fast artificial pions are perform- 
ed. Bearing in mind that we have to deal with a strong interaction it is not 
impossible to extrapolate at least qualitatively to the upper region.) It is 
tempting now to treat a 7N system by similar methods, as e. g. many-nucleon 
systems in ordinary nuclear physics, or atoms in spectroscopy. There are, 
however, considerable differences. They are partly due to the fact that in an 
atom the number of electrons (with neglect of Fermi interactions) or in a 
nucleus the number of nucleons is a good quantum number, while the number 
of mesons in a nucleon is rapidly changing ; so one can speak at most of the 
average number of mesons in one or other state. A second, essential difference 
is, that pions follow Bose statistics and thus, — unlike atoms or nuclei — one 
cannot find a shell structure in nucleons; one can find an arbitrary number 
of mesons at a certain level. 

There is a further feature to be mentioned. According to the arguments 
of Yane [5] and Dyson [6] the I = 1/, resonance of aN scattering is due 
to a 22 rather than a ZN interaction. 

Although their arguments by themselves are not entirely convincing, 
considering the results of the analysis to be done in the following sections, 
one can imagine, that az forces might play an important role at least in the 


excited states of nucleons. 
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We can now imagine the production of mesons to take place in the follow- 
ing manner. 

Once the nucleon becomes excited, e. g. by absorbing a real meson, it 
fills its possible levels with mesons. The average number of mesons on a 
definite level depends on the probabilities of emitting a meson from any 
other level (including the meson-vacuum state) to the level considered and on 
the probability of emission of a meson from that level to the others. If there 
were sufficient time for this process, we would expect the mesons to be distribut- 
ed among the levels according to the rules of a statistical equilibrium. After- 
wards, this ‘equilibrium isobar” would decay by the emission of free mesons.* 
From the experimental half-width of the first excited states we can infer, 
however, that the lifetime of the isobars is comparable with the total reaction 
time, and so there is little chance of obtaining an “‘equilibrium isobar” before 
it decays. This fact renders the problem more complicated. First of all, we 
must remark that the distribution of mesons among the levels not only takes 
place simultaneously with the decay of excited states, both of them take 
place during a period of violent interaction among the colliding nucleons. 

One could perhaps think that the situation is not so complicated, if 
excitation arises through absorption of a pion; but even in this case it is 
almost certain that the incident pion, before being absorbed, interacts with 
the target nucleon in a similar manner, as indicated in Fig. 2d; and thus 
even the excitation by pions is not an instantaneous act.** Anyhow, the width 
of levels of the isobar is expected to increase with their energy, roughly propor- 
tionally to the momentum, corresponding to the resonant state. At suffi- 
ciently high energy the levels will be unified to a quasi-continuum. Even the 
mesons arising from lower levels are expected to show a much broader energy 
distribution than would be expected from level width, because of final state 
interactions, and thus, possibly, no pronounced maxima corresponding to 
single levels will show up experimentally. 


4. Final state interactions 


The mesons (nucleon pairs, etc.) which are emitted spend an appreciable 
time in the close neighbourhood of each other and are thus expected to interact 
strongly. One can consider N-N, aN, xx and similar other interactions. 
The importance of the former two has been emphasized by KovAcs [7], who 
took their effect into account in the case of single and double meson production. 

* Similar ideas are well known to nuclear physicists from the theory of the compound 


nucleus. Some basic formulae of the compound nucleus theory can be applied here — at least 
as a qualitative estimation — without any appreciable change. 


ae : : : ; 
oe According to current field theoretical ideas, the absorption itself is an instantaneous 
> Dut it is not at all certain that this standpoint is correct. 


PROBLEMS OF MULTIPLE PARTICLE EMISSION 13 


Here we want to treat meson-meson interactions in some more detail. 

a An evidence for the existence of such an interaction has been found by 
Iro and Minami [8] based on the calculations of KovAcs [9]. Kosa [10] has 
estimated the order of magnitude of the xz cross section to be -*, If we do 
got assume a strong direct zz interaction, then two pions can interact by 
vacuum polarization, as indicated in Fi ig. 3. 

5 One cannot calculate the az force in a satisfactory way with conven- 
tional methods. The only thing one can do is to restrict oneself to very crude, 
-and perhaps to semi-empirical estimations. Just the same can be said about 
other boson-boson interactions, which could play a role in multiple meson 
production, as Kz or KK interactions. If we accept the result of Kosa as 
a crude estimation, we can guess the ratio of ax and Kz cross sections.* The 


Fig. 3. Scheme of meson-meson interaction 


result is that at energies higher than several times M, 0,,/0,%,~ 1 [11]. 
The boson-boson interaction plays a decisive role in our picture about mul- 
tiple emission. For, once the particles have got out of the virtual levels they 
continue to interact with each other, so that we can speak of the number of 
particles only after a while, when the size of the system has become suffi- 
ciently large. In the intermediate state, because of the great — although not 
constant — number of interacting particles, the use of statistical concepts 
seems to be justified. The system can be considered a “hot fluid-drop” 
which evaporates. This idea is due — as is well known — to FeErmi and 
Lanpav. The only difference now is that we are not allowed to consider the 
expansion of it due to thermal motion only, since we have realized that even 
in the case of k = 1 colliding nucleons are still in motion** when emission 
begins, and that the use of a canonical distribution is not fully justified. (No 
thermal equlibrium.) Indeed, if we estimate the average time during which 


* The estimation consists of taking the ratio of the lowest order approximations with 
renormalized coupling constants. This is convergent, although the corresponding S matrix 
elements diverge. A similar line of arguments was followed some time ago by FINKELSTEIN 


and RUDERMAN [12]. 
** Tt is possible that the Fermi-Lanpavu theory is better suited to processes of type 2b. 
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‘a meson, starting from the “middle” of the expanding cloud, gets out of it, : 
we obtain a value not much higher than the total life time of the bree 
state” itself. (This estimate has been made along the lines of pees s ideas 
and seemed sufficiently accurate in order to get some information about 
the situation.) 

If Lanpau were right, one would obtain a canonical BosE or FERMI ~ 
distribution for the particles emitted from which the critical temperature 
of the system could be found. In view of the above discussion, we think PES 
the observed distribution must have a longer tail towards higher energies 
than a canonical distribution and a critical temperature cannot be deduced 


in a consequent manner. 


5. Emission of heavy unstable particles and structure of the nucleon core 


We just want to mention this problem about which at present no more 
is known for certain than that strange particles are emitted in a considerable 
fraction from jets. 


Although no pronounced resonances have been observed yet in strange 
particle interactions, it is not too unreasonable to assume that a Ko yous 
KN system might possess virtual levels. In this case one can imagine the 
emission of strange particles to take place by a similar mechanism as that 
sketched in the previous sections. The excitation of the K-meson field 
might take place either “directly” in the collision (e. g. in central collisions, 
by K-meson exchange between nucleons) or perhaps “indirectly” by a aK 
or 2Y interaction. Individual effects of the K field (single levels etc.) could 
be seriously modified by the Ka and Ya interactions, if (especially the for- 
mer one) they are sufficiently strong. If we accept the results of an article 
previously quoted [11], we can infer that the critical temperature for strange 
particles is approximately the same as for pions and nucleons. 


At present one cannot draw any definite conclusion, but can say only 


that this result does not contradict our present knowledge gained from scat- 
tering experiments [13]. 


These results indicate that there is no ‘“thard core” in the middle of 


nucleons, This may result e. g. from the core having an appreciable proba- 


bility to dissociate into a K-meson and a hyperon ; namely, these particles 
do not differ so much in respect of their masses as do z and N, thus hyperon 
recoil causes a “flattening” of the density distribution at small distances [14]. 
ation, on the other hand, results in the K-meson proper 
field being relatively easily excited, and this in turn leads to an appreciable 
fraction of strange particles among the emitted secondaries. 


A strong core dissoci 


PROBLEMS OF MULTIPLE PARTICLE EMISSION 15 


6. Experiments proposed 
. To conclude this review, we should like to propose some experiments 
which may help to get information about the physics of multiple emission. 
a To See. 2. 

. 1. One should measure separately events caused by pions and nucleons, 
respectively. One should investigate, whether it is possible to differentiate 
_ between two types of pion events by angular and energy distribution. 
__-—-2, One should investigate the dependence of angular distribution on 
relative energy transfer and the dependence of both of them on primary 
_ energy. This would yield information on the angular momentum quantum 
_ numbers playing a role during the interaction. In general, it would be desirable 


(ef CHS ae oe 6 A/T 


Fig. 4. The function ®,(T) to determine meson temperatures 


to relate every measurable quantity not only to primary energy but to relative 
energy transfer as well. A suitable analysis of angular distribution in terms 
of Legendre polynomials (phase shift analysis) is in principle possible, and 
would be desirable from a theoretical point of view, but is rather difficult 
to carry out. 


To secs. 3—4. 

1. One should test how far is it possible to speak of a canonical Bose or 
FERMI distribution of secondaries. If given an experimental distribution one 
can proceed as follows. One determines T by a maximum likelihood estimation 
as if the distribution were canonical. An elementary calculation yields the 


following equation for T: 
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for Fermi and Bose particles, respectively. Here ¢; means the energy of the 
individual shower particles in C. M., N, is their total number. All the energies 
and temperatures are measured in m,c? units. @ (T) depends on the nature 
of particles.* Its values for pions are plotted in Fig. 4. The equation can be 
solved graphically. Once T is determined one carries out a y? test with this 
temperature. (Alternatively, one can try to fit the experimental distribution 
with different temperatures.) 

2. One can derive a critical temperature from the distribution of 
transversal moments of the secondaries, as calculated by MiLenin and 
RozentTaL [15]. The temperature derived by both methods should agree. 

To Sec. 5. 

1. One expects that strange particles are emitted in states of lower 
angular momentum than pions; for this reason it is desirable to analyze 
their angular distribution separately. : 

2. In order to decide, whether the K-meson field is excited mainly by 
direct excitation or by aK interactions, one should measure the number 
of heavy unstable particles as a function of total relative energy transfer. 
Energy transfer to strange particles would give information about the effective 
strength of coupling, leading to strange particle emission. (This includes 
indirect interactions as well.) 

All the quantities proposed above should be measured as the function 
of primary energy. In such a manner some information can be gained e. g. 


on the variation of 27 cross section, if the critical temperature is measured 
as a function of primary energy. 
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* If the primary energy is suffici i ‘ 13 
ii ioe bo gy is sufficiently high, say, > 10% eV, then @,,(T) can be used 


are rather few fermions emitted from a j ye di 
lees é Tather f ‘ jet, so we did not calculate the 
corresponding function for fermions. (Cf. also reference [11].) 
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ITIPOBJIEMbI MHO)KECTBEHHOrO OBPASOBAHHSA YACTHILL 
lr. TOMOKO 
Peswme 


OGcyxawWTCA KaYeCTBeEHHbI€ XapaKTePHCTHKH MpOWeCCOB MHOKECTBeHHOrO 0Opas0- 
BaHHA AepHbIx yacTH. TlocrpoeHa KayeCTBeHHaA MOJeCJIb JIA ONHCaHHA TaKHX COOBITHH. 
Iipeanararrca jasbHeluie 9KCMePHMEHTEI, C MOMOMIbIO KOTOPbIX BO3MO)KHO OyAeT BbIACHHTb 
pyre XapakTepHCTHKU 39THX Mporeccos. 


- 2 Acta Physica X/1. 


ELECTRON SCATTERING CROSS SECTIONS WITH 
RELATIVISTIC CORRECTION IN THE FIRST BORN 
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AND HARTREE POTENTIALS 
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In this paper we calculate the electron scattering cross sections which include the effect 
due to relativity in the first Born approximation for Thomas-Fermi and Hartree potentials 
The Thomas-Fermi potential and the Hartree potentials are approximated by analytica 
fits. The results of Table I show that the electron scattering cross sections without relativistic 
correction agree quite well with the numerical results of the exact Thomas-Fermi potential. 
In Table II we have a comparison of electron scattering cross sections for approximate Thomas- 
Fermi and approximate Hartree potentials with the exact numerical data calculated from 
Hartree fields for argon. Table II shows that the analytical fits for Hartree fields do not differ 
essentially from the fits for Thomas-Fermi potential. In Table III we have collected 19 fits 
of Hartree potentials for neutral atoms. We derive an analytical approximate formula for the 
electron scattering total cross section which includes relativistic correction. In Table IV we 


_ have several numerical data for the electron scattering total cross section without the relativ- 


istic correction for argon for the Thomas-Fermi and Hartree potential. 


Introduction 


As known the collision of electrons with atoms is a many-body problem, 
and thus exact treatment is impossible if we want to obtain analytical results. 
For that reason application of approximate methods is necessary. First, if 
we want to obtain analytical expressions for the electron scattering cross- 
section and the total cross section, we have to approximate the Thomas-Fermi 
and Hartree potentials by analytical fits. From these analytical fits of the 
Thomas-Fermi and Hartee potentials we require that they should be sufficiently 
accurate and allow us to calculate analytically the differential cross sections 
and the total cross section with and without relativistic correction. 


Theory 


As known [1] we may apply the first Born approximation to the Dirac 
equation. In this case we obtain for the differential cross sections I (#) the 
following formula 

1 v 
1(9) = f — p sin 0| FOP — #) where B=—. (1) 


2* 
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§ is the angle of scattering in the centre of mass coordinate system, and v — 
the initial velocity of the incident electron. The scattering amplitude f (#) 
in the first Born approximation is given by 


2Ka i sin (sr) . 

0) = V(r) ——— r*dr, (2) 

Nae) (Cae 
0 

where s = 2 K sin (8/2), K is 2a/A and 4 = h/m-v. Z is the atomic number, 

Ze" 


v 
Thomas-Fermi potential 


and e is the electron charge. For the potential V(r) we adopt the 


a 


D(x) , x= — (3) 


or the interaction potential based on the Hartree scheme, namely 
V(r) = (— Ze?/r) (Z,/Z) . (4) 3 


The Coulomb potential in the last equation is modified by the factor 
Z,|Z representing the screening effects of the orbital electrons of the nucleus. 
The scattering cross section I (9) given by equation (1) is valid for any central 
potential V (r) and its accuracy depends only on the accuracy of the scattering 
amplitude f (#), since the factor (I—?)—! arising from the Lorentz contraction 


epg : 
and the other factor [ — B* sin = a arising from the spin are the same for any 


central potential. The accuracy of the scattering amplitude f (8) depends 
on the accuracy of the analytical fits for the Thomas-Fermi function © (x) 
and Z,/Z. The Thomas-Fermi function © (x) satisfies, as known, the boundary 
conditions ® (0) = 1, ® (co) = 0 and the factor Zr/Z, representing the screening 
effects of the orbital electrons of the nucleus, must always fulfil the conditions — 


Z,/Z—> 1 as r>0, Z,/Z—> 0 as r— co. The symbol uw appearing in equation 
1 


(3) is given by HU = : (9 27/2 Z)"/s ay, where a, is the first radius of hydrogen. 


As known, for the total cross section Q,) we have the following formula [2] 


Qy = 20 f I(9) sin dad, (5) 
0 


where I(9) is given by equation (1). As known, the solution ® (x) of the 
Thomas-Fermi equation for free neutral atoms is given by 


6" — PIR with (0) = 1, ®(0o) 0 (6) 
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; 

a 


nd is well approximated by the Bucupant [3] form, for (x), namely: 


z @(x) — B es 

: «) gr re ae Re ie Coe 

where (7) 
A? F B Ce 


2 -Biao ”  (4_— ACB)" (4-06 * 


The values of the constants A, B, C are A = 0. 9288, B = 0. 1536 and C = 
= 0. 05727. The other approximate solution ® (x) of the Thomas-Fermi 
function which fulfils the required boundary conditions for free neutral atoms 
is the Rozenrat [4] form for © (x) : 


@(x) = aS Geom (8) 


The values of the constants c; and a; are 


€ = 9.259, cp= 0.581, c, = 0:164, 
a, = 0.246, a, = 0.947, a, = 4.356. 


Recently Moizre [5] has modified the RozentTat form of the Thomas- 
Fermi function @(x) choosing for the constants c; and a; the following 
values : 

Gea 0-30. Co == Op, Ca = O01, 
(8') 
a,—0:3, aq=12, a,=—9.1, 

The modified RozentTat form of the Thomas-Fermi function @ (x) 
by Byatt is not better than the RozenTAL form for @® (x), as it is shown in 
Table I. Substituting equation (7) into equation (2) we obtain for the scattering 
amplitude f (?) the following formula : 


=o oy ed Ee il cos 2 opm 452\( 
i sled ole ye 3 I 


where the symbols Si (x) and Ci (x) have the following meaning : 


x 


Si(x)S | = ee Cx) = (ea (10) 


re 


0 x 
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and the symbols g and p are given by 


4/3 2 FU3 ; : 0 
eis ) pH] Oo Rr sin: 
Q17/3 72/3 e2 m 9 


z= [(28 73 @2 213) y (11) 


Substituting equation (8) into equation (2) we obtain for the scattering ampli- — 


tude f (9) the following formula : 


C c c 
0) = 4-4 A 3 | (12) 
O-laep air ate 


In Table I we have a comparison of I (3) = f (9) 2 according to formula (1) 
for 6 = 0 and formulas (9) and (12) with the numerical values for I (#) = 


Table I 


Comparison of our results for J (#) with the numerical results of Motr and Massry 


1(9)Z?/, in units of 10 —* em? 


p = 2pksin (6/2) Mort and Massey | Eq. (9) Bucupann | Eq. (12) Rozenrar | ig (12) Morére 
0. 2160 5677 1633 1257 
01 1460 1525 | 1257 1037 
0.2 678 654 | 690 647 
0.3 344 337 361 366 
0.4 202 195 202 210 
0.5 122 121 123 127 
0.6 19 79 80 81 
0.7 54 54 55 55 
0.8 Ad 38.8 38.8 38.4 
0.9 29.6 28.3 28.3 27.8 
1.0 18.7 17.1 | 21.2 21.6 
es 6.43 6.65 6.31 6.24 
2.0. 2.52 2.49 2.45 2.45 
3.0 0.61 0.62 0.59 0.60 
5.0 0.089 | 0.096 0.091 | 0.091 
6.0 0.046 0.048 0.046 0.046 
7.0 0.026 0.026 0.026 0.025 
8.0 0.016 0.016 | 017 | 0.015 
9.0 0.010 0.010 | 0.0097 | 0.0096 
10.0 | 0.0064 0.0066 0.0065 | 0.0064 
12.0 | 0.0032 0.0032 | 0.0032 0.0032 
15.0 | 0.0013 | 0.0013 0.0013 0.0013 


vo a 


; 
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= = | f (8) 2 of Morr and Massey. The second column of Table I gives us 
Ben numerical results of Morr and Massey for I (9)/Z'/* in units of 10-!8 em? 
for 6B = 0 as a function of p. In the third column we have the results for 
I (9)/Z?" in units of 10'S cm? for B = 0 as a function of p according to equation 
(9). In the fourth column we have the same results in the case when f (P) is 


given by equation (12) in which the constants Cy, Cg Cg, A, Ay, Az concern 
: the RozeEntTat form of the Thomas-Fermi function. In the last column the 


results concern equation (12) in which the constants are given by MoLizRE. 


Table I shows that our numerical results for I (9) = | f( ? for B= 0 
are in good agreement with the exact numerical results of Mort and Massry. 
The last two columns of Table I show that the results of I (9) for 6 = 0 in 
case of the RozENTAL approximate form are a little better than the results 
of the MotizrE modification of the Rozentau form. Since the accuracy of 
I (9) for B ~0 depends according to formula (1) on the accuracy of |f (9) 2 
we see that in case we take the effects due to relativity into account we obtain, 
using | f (9) /? as given by equation (9) and (12), for I (#), as given by equation 
(1), an accurate formula for the differential cross section. In Table 11 we have 
a comparison of | f (9 ) | calculated from our approximate formula (9) and 
(12) for argon with es is calculated from Hartree field. Table II shows 
that the exponential fits of Z,/Z for argon given by Ruark [6] and the fit of 


Table I 


I(#) calculated from Thomas-Fermi and Hartree field for argon in units 10-18 


7 7 
| 
2 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 | 0.7 0.8 0.9 1.0 11 


Hartree field 2739 | 1030 | 402 | 191 | 94} 53 | 33 | 21.5) 15.2) 10.9 


Equation (1) BUCHDAHL | 
approximation 3767 | 1049 | 413 | 195 | 104 | 61 | 38 | 24.6 


Equation (1) RozenTaAL | | | | | 
approximation | 4029 | 1080.| 412 | 195 | 105 | 61 | 37 | 24.1) 16.0) 11.3) 8.1 


Equation (1) MoLizRE modi- 
fication of RozENTAL 


approximation, see | | | 
ide (III) 3876 | 1116 | 414 | 192 | 102 | 60 | 37 PACT) L620. Wess 8-2 


Numerical values for | 
i} 
| 
| 


—_ 
i 
= 
— 
_ 
~j 
co 
w 


Equation (1) exponential 
fit of Zp/Z for wea | 
of Ruark. SEE table (II) | | | | pad : 
reference [6] | 1495 | 779 | 368 | 182 | 97 | 62 | 38 22.1 


Equation (1) exponential 
fit of Zp/Z for argon, 
see table (III), reference | 
[7 ey 2079 | 1012 | 443 | 232 | 102 


| 
| 
| 
56 | 33 | fe 13.9] 9.7} 6.3 
| 
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Z,/Z for argon given by reference [7] give results of / f (0) /? which are not 
essentially better than the results given by the Thomas-Fermi theory. 
Table II shows that the formula for | f (9) le given by equation (1) for S=0 
expressed by equations (9) and (12) is in good accordance with the corresponding 
values of | f (3) /? for Hartree field for argon. In table II f (9) (a is a function of 
sin} 0 


10-8 .In TableIII we have collected several fits of Z,/Z given by differ- 


Table III 
Exponential fits of Zp/Z and of the Thomas-Fermi function P(x) 


eee é ae Zp/Z {series of terms)* 
He e71;60x 1,25e-1,75X __ 0), 25¢-3,845x 
Be e-574X __ 0, 4.8e-1,082x 4 (0), 48-3,06x 
C 1, 25¢-0-828x — 0,44e-1,41x 1 0,19¢@-4,29x 
N Saab 1,20¢~9,904 — 0,32e-149x 1 0,12¢-9.65x 
Oo Eien 1,25¢-0:991x — 0,35-1:63X 1 0, 10e-18.3x 
EF Piss (0,84e-0:586x — (),24e-2,056x 4 0,40 e-325x)* 
Ne 0,659e-9574x + 0,34]e-2:77X (RUARK [6])** 
A 0,124e—0:0514x 1. 0, 68e—0765x + 0,196e—2,80x 
K | 0,20e-9:195X 1. 0,56e-0770X 1 0), 24e-3,08x 
Ca | 9=0,781x e~9,731X —_ 0,20e-1,16X 4 0,20¢-3.70x 
Cr 0,25e~9.335X +. 0,56e~878X + 0,19¢e—376x 
Fe | 0,22¢e~0:319 x4, 78e—1,081x 
Zn 0, 22e-0:263x 4+ (),78e—1,265x 
Ge 0,295e70,3887X 4. 0, 705e—1:295x 
As 0,36Ce~ 9,366 + 0 640e—1,483x 
Br (0,335e70:39X +. 0,60e—1:34x +. 0,065e—7*)* 
Kr 0,415e~878X 4. 0,5 ]e—1:48% 4. 0,075e—-7* 
W 0,19¢0,216x +. (,72e-9,970x 1 (), QQe—15x 
Hg 0,19¢-0:257x 4. 0,56e-0:779x + 0,25¢e-3,16x 
® (x) 0, 35e~93X +4. 0,55e-1:2x + 0 1le—6x 


oe The expressions in round brackets contain a polarization correction (reference [7]) 
) See reference [6]. The remaining fits can be found in reference [5]. Zp/Z are 
given by Byarr and Ox) is the modified RozENTAL form of the Thomas-Fermi function 


given by MoLibre. 

ent authors, in particular by Byarr. By means of these fits of Z /Z we may 
calculate analytically the differential cross section I (9) as given < equation 
(1) in case B #0 as well as in case d = 0, when | f (9) \2 may be calculated 
analytically. Table I and II show that the results of \f (9) ie are sufficiently 
accurate. As known for the lighter atoms the Hartree method is more eectate 


2a eee ete —— 
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than the Thomas-Fermi method, but for heavier atoms the Thomas-Fermi 
method gives practically the same results. Using formula (1) and (5) we can 
calculate the total cross section in the case when the Thomas-Fermi function 
_is given by equation (8) or Z,/Z in the exponential forms of Table III. Because 

the approximate solution for @(x) and the exponential fits of Z,/Z contain 
_at most 3 exponential functions, we give an analytical expression of the total 
cross section Q) which contains the constants a, a), a; and ¢,, Cy, C3 as 
given by equation (8). The approximate formula for the total cross section 
Q, is given by the following formula : 


0 hon ne? | c? 2 ee i 
: (1 — B?) | ai (ai +d?) = a (a +d?) ~— a3 (a + dd?) 
exer 5 a(t a) | 2uey , at (ah +) 


d?(aj—as)  aS(ap+ dd?)  d(at—a3) a5 (aj + d?) 


2eaCsy, a2(a3 + 4) | darg” p° E Sl te | 4 
@(ai— ad) ad(ah-d) | d*(— a ait 
2 2 ee ge d2 
+4 [In az+d d | ! ef [Im a3 ae : ze: (13) 
a az + d? aa az +d 
Waa |e ea qj | 
“(aat)(* of dt ak a | 
2 2 
oe oa az In ot a? In 2 | — 
(@— a) (ag pa ate 
SA eCats | Cid a er 3 | 
(a3 — a3 a2 + d? a+ a? 
where d is given by 
a he ate 
sl =dsin—, ( 14 
p=sp= Sak Ajit sin (3/2) sin 3 ) 


Neglecting the relativistic effects means # = 0 and then we obtain for the 
total cross section ,Q, the following formula [8]: 


Qo = 4g? 4 | ss Fao ae 
Me ai(a?-+ a2) | a8(a +d?) | ad(a3 + 2) 
Se a ges, GE) gs) 
@(a?—a)  ah(az-+-d*) © d(a}—a3)— a5(ay + a) 
; 2C5 Cy g 2 as 3 (a3 + =f a]. 


" @? (a2 — a2) a3 (a3 +d?) 
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Table I and II show that the best approximation of the Thomas-Fermi 
function for which one can calculate analytically the total cross section is the 
Rozentau form of @®(x). The best fits for Z,/Z are collected in Table III. 
Taking into consideration the RozENTAL approximation and the exponential 
fit given in Table II (see reference [7]) we have ealealarsd. the Ee = 
section ,Q, for argon in units na, as a function of VV/Z 3 where V is given 
in volts. The results of the total cross section ,Q, are collected in Table IV. 


Table IV 


The numerical results* for ,Q-Z-?/3/7a? as a function of V1/?/Z1/3 (V is given is volts) 


V213/Z318 0 1 2 3 ao ab Seelens 8 10 


For RozentTat form 

for P(x) co | 60.3) 20.9) 10.3} 6.1) 4.0) 2.8) 1.6 | 1.0 | 0.46) 0.26 
1QoZ*/* 

~ q2__ For Ruarx fits for 

" Zp/Z co | 24.3) 11.0} 5.8/ 3.1} 2.3] 1.7) 0.96) 0.62) 0.29] 0.16 

for argon (see refe- 


rence [6]) 


* For the fit for argon (see reference [7] and Table III) the numerical values for 
Q, Z/?/TTas lie between the values calculated from the Rozentat form for P(x) and the 
Ruark fit for Zp/Z. For the MoLiERE modification of the RozENTAL form for D(x) we obtain 
nearly the same results as for the RozeENTAL form for P(x). 


In Table IV we do not give any numerical results for ,Q,) since no such 
numerical results of ,Q) as given by equation (15) are known from the physical 
literature. Table IV shows that the results of the total cross section ,Q, for 
the RozeNTAL approximation of the Thomas-Fermi function ®(x) and the 
exponential fit of Z,/Z of Ruarx for argon differ very much. 


Conclusion 


The approximate solution of the Thomas-Fermi function ® (x) given by 
equation (8) and the exponential fits of Z,/Z collected in Table III allow us to 
express analytically the differential cross section I (9) as given by equation 
(1) and the total cross section Q, as given by equation (15). The numerical 
results of I(#) and Q) for D(x) given in Tables I, II and IV are in good 
accordance with the numerical results of other authors. These analytical fits 


of P(x) and Z,/Z allow us to omit the lengthy numerical procedure of finding 
I(?) and Q). 
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IP®EKTHBHDIE CEYEHHS SJIEKTPOHOB C PEJIATHBHCTCKOM MNOMPABKON 
B ITIEPBOM BOPHOBCKOM ITIPHBJIMDKEHHH JIA NOTEHLIMAJIOB 
TOMACA—®EPMH HW XAPTPH 


_ T. THTU 


PeswmMme 


B HacrosujeH padore BbIUMCJIeHbI 9PeKTHBHbIE Ce4YeHHA PaCCeAHUA IJIEKTPOHOB B 
TepBOM OOPHOBCKOM MpHOsIMOKeHHH [JIA NOTeHWHas0B Tomaca—@®epmu u Xaptpu, BkWOYaA 
peuATHBHCcTCKHe appektsr. Ilorenyuanbi Tomaca—®epmu H XapTpi annmpoKcumMMpoBaHbl 
MeTOAOM aHannTHyecKoro nogOopa. PesysptaTe! TadsuubI I. nOKasbIBaloT, YTO IdeKTHBHbIE 
ceyeHHA paCCeAHHA 9JIEKTPOHOB Oe3 peATHBMCTCKOH NONpaBKH HaXOJATCA B XOpOUem 
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Tomaca—@®epMH u XaptTpu B ciivuae aproHa. 
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The statistical model is extended to the investigation of nuclei with angular momentum. 
The critical angular momentum is determined as the function of the mass number. 


1. Introduction 


The foundation of the statistical theory of atomic nuclei was established 
by Hetsensere [1, 2], Masorana [3] and WeizsAcker [4], then in analogy 
with the statistical treatment of the atomic cloud [5] the statistical model 
of nuclei was worked out by Gomsis [6, 7, 8, 9]. One of the fundamental 
assumptions of this model is that the angular momentum of the nucleus 
vanishes in the stable equilibrium state. In our paper the statistical theory 
is extended to the investigations of nuclei with angular momentum differing 
from zero. Our nuclear model is developed according to the example of the 
atomic model treated by SEssLerR and Fotey [10]. 


2. The statistical theory of nuclei with angular momentum 


The statistical nuclear model is based upon the assumption that the 
volume of the nucleus can be divided up into volume elements of magnitude 
dv, in which the potential is practically constant and which still contains 
many nucleons, which may be considered as a free nucleon gas at the absolute 
zero point of temperature. The difficulty that this condition cannot be ful- 
filled at the boundary of the nucleus owing to the small number of nucleons, 
may be disregarded, since the boundary of the nucleus is from the point of 
view of energy calculation irrelevant. Further it will be assumed that the 
nucleon gas present in the volume element dv has a total non-vanishing impulse 
arising from the sum of impulses of the individual nucleons, in other words 
the impulse distribution of the nucleons is not spherical symmetric in respect 
to the starting point of the impulse space. Acording to SrssLer and FoLey 
the particular impulse distribution is chosen in which the centre of the impulse 
sphere is shifted from the starting point of the impulse space by p,. (Fig. 1). 
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is different in the various points of the nucleus, its direction is 
normal to the distance vector t drawn from the centre of the nucleus and 
to a given axis passing through the centre of the nucleus, which is chosen as 
the z axis of our system of coordinates. This means that the vector of 
the angular momentum of the nucleus points towards the axis 2. 

Considering these assumptions the angular momentum of the nucleus 


will be: 


Po 


L=L,={ (a+ es) TPy Sin Bdv , (1) 
Py 
Pas 
Px 
P, 
Fig. 1 


where in the usual way by # the polar angle measured from the z axis, by 
On the neutron, and by @, the proton density was denoted. The number of 
the neutrons and protons of the nucleus is respectively 


N=fo,dv, Z=Jo,dv. (2) 


The total energy of the nucleus is composed of the following terms : 
the kinetic energy Ex of the nucleon gas, the WEIzsACKER’s inhomogeneity 
correction E, of the kinetic energy, the exchange energy E, arising from 
nuclear forces, the energy Ec of the electrostatical interaction of the protons 
and finally the exchange energy Ep corresponding to the electrostatical 
interaction. For the individual energy terms with the above assumptions 
we obtain respectively the following expressions : 


1 
Ex= ic | (CR ++ 5/*) dv +- or | + @,) pedv, (3) 
d 2 2 
E, = x {| On) a (grad Q,) |e ‘ (4) 
On Op 


<< 
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2 
a =! [AF (Cns Op) +S (Cnr On) + Gp» &p)] 20 5 (5) 
2 
<saiker am ee tad, (6) 
[re—r’| . 
Ep = — xp \ of dv, (7) 
where 
i. he l he 3 (3 \1/4 
Me = —(3n*)?3 —_, x, =— —, a ae 
Bet ig eM fey ape Aa (8) 


M is the nucleon mass, g the mesonic charge and r, is the Compton wave 
length of the z-mesons. Ff (@ns @p) is an elementary transcendent function of 
the nucleon densities, which in the case of Yukawa potential will be the follow- 
ing 


1G; 0p) = 


1 
sace | 8TH Mn 8) Mate + LL + 808 + 15) — 


L-(9, + tip)” 
1 ia (Mn — Male 


— 3 (nn — 75)] - In 4 (tn + 7p) are tg (Mn+ Mp) + (9) 


+ 4 (tin — 15) are tg (tin — Np) 
where 
oo (Sor*)"? 7, onl? a= (374)¥? 15.05" - (10) 
The total energy of the nucleus will be the sum of the energy terms (3)—(7) 


The energy E is a functional of the densities g, and g, and of po. The densities 
and p, can be obtained from the principle of energy minimum, considering 
the limiting conditions (1) and (2). Hence we arrived at the following varia- 


tional problem : 


§(E—b, N—b,Z—oL)=0, (12) 


where b,, 6, and @ are Lagrangian multiplicators and the variation is carried 
out Be ling tO On, 0p and py. Varying py the following equation is obtained 


Po= Mor sind, (13) 


with a variation of 9, and g, a system of differential equations can be derived 
which can be considered as the generalization of the Thomas-Fermi equation 
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known from the statistical theory of the atomic cloud. Instead of the exaet 
solution of this system of differential equations a direct solution of the variatio- 
nal problem is produced with the Rirz’s approximation method. 


3. The determination of the density distribution of nucleons with the Ritz method 


¥ 


For the solution of the variational problem by the Ritz method trial 
functions for the densities 9, and g, are taken satisfying the boundary condi- 
tions. The trial functions contain several variational parameters to be deter- 


mined from the minimum principle. In the first approximation carried out 
here the neutron and proton densities are supposed to be proportional to one 
another and they will be considered to be different only inasmuch as the 
number of neutrons and protons is different. Further it is assumed that the 
density distributions are axially symmetric with respect to an axis normal 
to the angular momentum of the nucleus. It is advisable to take 9, and op 
in the following form satisfying the above requirements : 


cart c@r? 
On ~ PO) 14’ 
Cn = Oml ; Cn = Ome ( uy (14) 
where 


1 — asin? 9 
f(0) =- eon 
{27 Le eee sia (14”) 
5 35 ; 


Here r is the distance measured from the cenre of the nucleus, whereas @ is 
the polar angle measured from the symmetry axis of the nucleus, On, and @p, 
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are normalization constants, for which from the conditions (2) the following 
expressions are obtained 
Na® Za 


ree 15 
m8? 73” &po 7312 73 (Is) 


Ong = 


The trial functions (14) contain two variational parameters : a and a. Whereas 
a is closely related to the radius of the nucleus, a is characteristic for the 
deformation of the nucleus. In Figure 2 the shape of the nucleus is drawn for 
parameter values a = 0, 1/2 and 1. While in case a= 0 the nucleus is spheri- 
cally symmetrical, the value a = 1 corresponds to the total fission of the 
nucleus. | 

We will now construct the energy of the nucleus as the function of the 
variational parameters. Therefore first of all py has to be eliminated from (3). 


With the aid of (13) and (1) Ex can be written 


L2 
2M if (0, + @,) r? sin? Odv - 


Ex = %x | (o3? + 05/3) dv + 


(16) 


Substitute here the expression for 0, and @, of (14), on carrying out the integra- 
tion the kinetic energy is obtained as the function of the variational para- 


meters. In the following the relative neutron excess 1 = and the 


deformation parameter a will be considered as small, so that their powers 
higher than two are neglected. Thus we obtain for FE, 


; 43 mai, 
2 9.04630 iL - : n*| A 0,08646 i . pene a A-5i8 = c2e, (17) 
v 
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where instead of the variational parameter a, c is introduced defined as follows 


1/3 


eA 
RNS a, 


by ¢ the following constant is denoted : 


eee rs Ui Mev- 


= 


To 


Similarly, by elementary integration the following relations are obtained for 


the energy terms (4)—(7)* : 


* For the expression Ea see [6]. 


_ 3 Acta Physica X/1. 
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Ey = 0,129 (1+ 5 at] avectey, (18) 

E,, = —[(0,02583, c? + 0,4025, ¢ — 0,7692) — = | 

— (0,02951, c? + 0,09141, ¢ — 0,1709) n?] Ae, : 

? 7 ; 

Ec = 0,002250 (1 — n)? i = «| Al3 ce, , (20) 
Paez: 


The total energy of the nucleus is the sum of the energy terms (17)—(21) 


ct Te 3 ee 
E=E,+H|5 De + (i—Fa- all |, (22) 


in which E,, E, and D are the functions of the variational parameter c. The | 
expression of E, is the following : 


Ey = (Pe? — P,c + Ps) Aey, (23) 


where P,, P, and P, are constants depending only on the mass number and 
charge of the nucleus. 


P, = 0,02047 + 0,05523 n? + 0,1297 A-?’3 , | 
P, = 0,4049 — 0,003231 n — 0,09087 n? — 0,002250 (1 — n)? 428, (24) 
P, = 0.7692 — 0,1709 n?. 
In (22) the meaning of F, and D is the following : 
E, = 0,08646 A-53 ¢2 , , (25) 
D = 2A? — 0,01214 (1 — n)2 A10/3 , (26) 


Now those values of the variational parameters c and a have to be 
determined for which the total energy of the nucleus is minimal. In case of 
spherically symmetric nuclei with zero angular momenta (i. e. for L = 0 
and a = 0) the corresponding value c of the energy minimum has been deter- 
mined by GompAs [6]. This value c is given for several nuclei in Table 1. The 
values E,, E, and D computed with these c-s are also given in Table 1. To a 
first approximation these values for c are used also in case of angular momenta 
differing from zero. Thus the energy of the nucleus will be a function of the 
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"parameter a only. The value a corresponding to the energy minimum is 
obtained by putting the derivative of (22) into a equal zero. Thus 


_ 


2/%2 
C= a LR e (27) 
|p 
63 | 


These values of the deformation parameter a as the function of the angular 
momentum are illustrated in Figure 3 for some nuclei. The abscissa shows 
instead of the angular momentum L the orbital angular momentum quantum 
number I computed from L? = KI + 1). 

Substituting (27) into (22) the total energy of the nucleus with angular 
momentum L is obtained. The energy of the nucleus as the function of the 
angular momentum is given in Figure 4 for a medium (A = 60) and a heavy 
(A = 220) nucleus. Again the orbital angular momentum quantum number 
is shown on the abscissa whereas on the ordinate JE = E — E,, the energy 
increase arising from the angular momentum was plotted. 


4. The discussion of results 


The nuclear fission induced by heavy particles has been studied by 
Druin, PotrkANnov and FLERov [11]. U, Bi, Auand Re nuclei were bombarded 
by N14 ions of ~ 100 MeV energies resulting in intermediate nuclei of angular 
momenta L ~ 50—100 A. It can be seen from Figure 4 that the energy of 
the nucleus is considerably changed by such great angular momenta. 

The energy difference AE falls into the order of magnitude of the 
threshold energy of fission. Concluding from Figure 3 one may state that for 
so great angular momenta the deformation of the nucleus will be considerable. 
Thus treating the fission of the intermediate nucleus the angular momentum 
has to be taken into consideration. 

For a given mass number the critical value of the angular momentum 
for which a = 1, hence the nucleus immediately disintegrates, can be obtained 
from formula (27), respectively from Figure 3. The angular momentum of 
the intermediate nucleus cannot exceed the critical value. For the critical 


angular momentum the formula 


PAD = eT 
107 4 


is obtained. The values of 1, have been given in the last column of Table 1. 
In Figure 5 the critical angular momentum is illustrated as function of the 


3* 
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o 50 100 150 200 250 A 
Figs 3 


mass number. It is seen from the figure, that |, has a maximum at A = 175, 
from here it decreases rapidly. Extrapolating the curve to the range A > 240 
(dashed line) it is found, that the value of |, is zero for a nucleus of mass number 


Table I 
a a a i ea aaa 
—E, E, 

a = (MeV) (MeV) 2 Ly 

40 19 6,803 351,5 0,1456 2 846 32,92 

60 28 7,010 547,95 0,07863 3 922 47,71 
100 45 7,134 730,5 0,034.76 13 593 12,99 
140 62 7,135... | 1189,2 | 0,01984 20 170 88,48 
180 ul 7,042 1422.7 | 0,01250 23 630 95,81 
220 92 6,941 1607,7 | 0,008842 | 18 122 83,84 
240 99 6,879 1682,7 | 0,007512 11 966 68,04 


A = 266. This nucleus disintegrates immediately also when the angular 
momentum equals zero. The same value, A = 266, is obtained on the basis 
of the statistical nuclear model of the spontaneous fission for the heaviest 


stable nucleus [12]. 


I am indebted to Professor P. Gompds for his valuable advice and 
his help. 
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After setting forth the ideas of the controlled release of thermonuclear energy the 
authors discuss the energy production and the radiation losses of a thermonuclear system. There 
a diagram is given with the help of which the number of fusions and the energy production 
per sec and cm® at any plasma density and for suitable temperatures can be determined. 
Finally, a circumstantial discussion follows on the operational conditions of the possibly practic- 
able thermonuclear reactors. 


Introduction 


During the last few years several papers have been published dealing 
with the possibilities of making thermonuclear energy liberated by the fusion 
of light nuclei available for controlled, stable power generation. There are 
only few papers which give accounts of experiments carried into effect [1—8],* 
and the majority have rather reported on calculations, on imaginary concep- 
tions [9—17]. Besides these papers a number of statements and news items 
have been reported suggesting that intensive research work of this kind is 
being carried on in secrecy, mostly in the laboratories of the great powers 
[18—32].** 

Partly prior to the publication of the above papers, partly simul- 
taneously with them, we deliberated on whether we should undertake experi- 
menting upon these problems at our comparatively small Institute in view 
of the fact that the part of the problem dealing with calculations on power 
production had theoretically been solved long before [33—34]. In planning 
our working programme we could not possibly ignore the advantages to be 
expected from the controlled release of fusion energy. By the fusion of 1 kg 
deuterium an energy of 2.101 Cal is released, which equals that of ten thousand 
tons of brown coal. At the same time there are no radioactive by-products 
and no y-radiation of high energy is emitted. In fact, similar experiments 


* Note added in proof. We finished and submitted for publication the manuscript 
of this article before the Second International Conference on the Peaceful Uses of Atomic 


Energy (Geneva, Sept. 1 — Sept. 13, 1958). - 
** After we finished this manuscript several English and American experimental results 


were published on this topic [39]. 
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had begun in other small institutes as, for instance, in Sweden, at the Uppsala 
University. A preliminary survey of the anticipated results seems to be so 
much the more desirable as well-known authors [9—12, 31—32, 35] of the 
above-mentioned papers express contradictory opinions regarding the probable 
outcome of present or future efforts in this direction. 


Presuppositions 


First of all, we must define what is meant by controlled production of 
fusion energy. Obviously, it is an energy release during fusion processes of 
light nuclei, such that involves a positive gain of power output in macroscopic 
quantity convertible into useful work. 

In this sense, for the purpose of a controlled output of fusion energy, 
deuterium may be taken into consideration first of all and, perhaps, exclusively. 
This is due not so much to the high cost of tritium, but rather to the fact 
that there is little lithium to be found in Nature. Tritium is valuable as it 
is produced by a neutron consuming process : 


Lié + n—> H?+ Het. 


Neutrons, on the other hand, may be used either for fission or breeding 
with much better energy output than for producing tritium for a fusion 
process. If we consider, however, that during the fusion process the neutron 
is again liberated from tritium by the reaction 


H® + H?-—> He? + n 


and thus the neutron is recaptured in the long run, then the cost of tritium 
will become a question of secondary importance. Other lighter elements of 
higher atomic number are not suitable for generating thermonuclear power 
owing to their increasing electric charge, and hence their stronger electro- 
static repulsion. 

In order to establish continuous power production, stationary balance 
must exist between the energy produced by fusion process and the losses 
through radiation and conduction. To be more precise, for a controlled thermo- 
nuclear power production the following conditions have to be realized : 

The total fusion energy obtained by the power producing system in unit 
tume cannot be less than the energy (primarily radiation) transmitted to the 
environment, 

It is obvious as well, even from rough qualitative considerations that 
the above condition can only be realized through thermonuclear reaction, 
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i. e. by heating the fusionable material to so high a temperature as to make 


the thermo-kinetic energy of many nuclei suffice for penetrating other nuclei. 


aq . . 
-- As is well known, from a beam of accelerated ions only about one particle 


in a million will effect fusion in the target (scattering experiments). The 
others are losing their kinetic energy in the course of their path through the 
substance. This energy is transformed into heat. If the temperature is not 
sufficient for a fusion, only one millionth part of the accumulated particles 
causes a fusion which may be regarded as hopeless inefficiency. 


Power production and radiation losses in thermonuclear systems 
! 

The aforesaid considerations have greatly simplified our problem, insofar 
as now we have only to investigate the conditions of power production by 
the D+ D process at high temperatures. 

The probability for the occurrence of a given uuclear process is charac- 
terized by the cross section of the process in question. The reaction cross 
section, however, is a function of the energy. The kinetic energy of deuterons 
in a plasma of high temperature (plasma being called the gas consisting of 
completely ionized nuclei and free electrons) shows Maxwellian distribution 
in the case of equilibrium. In the collision between two particles the relative 
velocity of both particles has to be considered and so the impact energy is 
larger than calculated from the velocity of a single particle. It is easy to 
demonstrate [36] that the impact energy distribution of an assembly of 
particles following Maxwellian energy distribution differs somewhat from 
that of the original Maxwellian distribution. The number of particles (dn) 
which range in the interval E and E + dE of impact energy is 


; ae 1 am _5- 
dn=n,p(E)/dE, where p(E)= \an (eT Fi/2e = 2akT , (1) 


Here T is the temperature in Kelvin degrees, k = 8,62.10-° keV/grad, the 
Boltzman constant, and n, is the number of particles present in 1 cm3. Apart 
from one constant, the difference from the Maxwellian distribution is that in 
the denominator of the exponent 2kT replaces kT.* The place of maximum 
of this distribution function is at kT. 

The probability for the occurrence of a nuclear reaction is characterized 
by the reaction cross section. At Los Alamos Laboratory [37] the reaction 
cross section of the D + D process has been measured in the low energy region 


* If we make our calculations in the center of mass coordinate system, kT will be placed 
in the exponent of this distribution, but in that case 2E also must replace E in the formula 


for o (E) as 2Eem = E\.b. 
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with great accuracy. The smallest energy (13 keV) measured by them just 
corresponds to the most probable kinetic energy at 1,5.108 K° temperature. 

Thus, if we want to calculate the possible rate of the thermonuclearly 
introduced fusion at suitable temperatures (e. g. 10°—10? K°) we must extra- 
polate the values of the experimentally measured cross section to the very 
low acceleration energies (~ 0,1—1 keV). This extrapolation can be carried 


O(barn) 
7 
10°20 
10°49 | 
——— Measured inlLos Alamos 
19-60 | Extrapolated 
19°80 
01 1 10 100 kev 


Fig. 1. Total reaction cross section of the T + D and D + D fusion processes as function of 
bombarding energy according to extrapolation carried out on the basis of measurements at 
Los Alamos and in accordance with Gamow’s formula for penetration 


out by means of the well-known Gamow penetration theory [37] (see Fig. 1). 
The result is expressed by the Los Alamos group in the following formula 


45,8 
288 — Te: 
e VE 


o(E)p+n= 


(2) 


gibere FE is the bombarding energy of the accelerated particle given in keV 
(in laboratory system). 

This extensive extrapolation seems to be permissible. The penetration 
barrier of a nucleus against a charged particle is constructed by the Coulomb 
potential and by the nuclear forces. The significance of the well-known 


—— 


: 


- 
2" 
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Coulomb potential becomes more and more pronounced the smaller the 


energy of the particle becomes. 

It is easy to see that at a comparatively low temperature of some million 
degrees the reaction cross section is still too small at the energy correspond- 
ing to the maximum of the distribution of impact energy. Fusions will 


- occur in greater probability to those particles which belong to extremely 


high energies of the distribution curve (Fig. 2). Only a negligibly small part 


D(E & 
CE) | (6B) 7" : o(E) o(£)v(E) 
Zon to 
T = 108K 
201 479-20 
eyo 10 
i] 
872.10 13 7030+ 19-30 
| 
| 
10°49 10°49 
15.10% 
2 10°50 190799 
1.1913 ° 19°60 19°60 
1 19°79 19°70 


10-80 19-80 


0,001 0,01 0,1 1 25keV 10 Kev 


Fig. 2. Changes of quantities involved in thermonuclear power production as they appear 

in the energy function at 10° K°. Here o(£) is the reaction cross section, o (E)v(E) is the effective 

volume, p(E) is the function of density of probability for the distribution of impact energy, 

f(E) is the function of fusion characteristic for the number of fusions arising in units of time 

and volume (fusion probability). In the diagram f(E) is multiplied by nj = 9,3- 10% giving 
at once the number of fusions/cm® sec at n, density (see text) 


of the particles have such excessively large energy in comparison with the 
average energy, but the probability of fusion is for them larger on account 
of the excessive increase of the reaction cross section with the energy. 

It is therefore obvious that we should make a grievous mistake if we 
attributed the reaction cross section belonging to the most probable kinetic 
energy to all particles. 

As a matter of course, power production will depend on the number 
of deuterons contained in 1 cm® plasma, i. e. on plasma density. Following 
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course of quite elementary considerations we shall get a very simple diagram, 
by means of which the energy production may be obtained for any plasma 
density as function of temperature. 

Let us regard first of all a single particle of the assembly of particles 
(deuterons). This particle can collide with other particles. For the sake of 
simplicity, let us now select a particular arbitrary energy value E, i. e. for the 
time being we regard only those of all possible cases in which the impact | 
energy value is just E. In addition, let us introduce also the simplification 
of attributing the total impact energy to the chosen particle while regarding 
the other impact partners to be at rest. Under such conditions a cross section 
o (FE) can be attributed to the particle in question as characteristic for the 
realization of fusion at the energy value E. This particle will move with a 
relative velocity v corresponding to energy E, supposing as above 
that the rest of the particles that are striking it with impact energy FE are 
at rest. Thus o (E£) v (£) will determine a cylindric volume. This volume has 
to be multiplied by the number of those particles contained in 1 cm? which 
should collide with the selected particle of energy E. The number of these is . 
given by the distribution function for the impact energy (1) in which dn(E) is 
the number of those particles which are present at a collision of an impact 
energy between E and E + dE. 

In this way the probability of fusion in the energy interval E and E + dE 
for the chosen particle is 


o (E) dn (E) v(E). (3) 


The particle, however, may undergo not only such a collision in which 
the collision energy happens to be in this elementary energy interval, but 
it may undergo also a collision of energy ranging anywhere between 0 and oo. 
Therefore the formula (3) has to be integrated from 0 to co in order to obtain 
the probability of fusion in a plasma of density n, for a single particle. If we 
multiply the result by nj, which represents the number of particles in 1 cm3, 
we shall obtain n;, number of fusions occurring per second in a plasma of 
1 cm? ny deuteron density, that is 


co 


ny =o [> (E) »(B) dn (E). (4) 
0 
The factor one half is needed as without it every particle would be considered 
twofold. The function to be integrated, which we designate apart from the 
factor no by f(E) and might call fusion function, will take the follow- 
ing form in the D+ D fusion: 


_ 18.1038 = (G+ ser) 


(Typ? e ‘ (5) 


f(E) =5 o(E) v(E) p(E) 


eee 
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We have calculated the value of the fusion integral 


y= |f(E)dE 


by numerical integration (Simpson rule) for various temperatures T and have 
plotted the results in a diagram (Fig. 3). Thus, we can obtain the number 
of fusions per second and per cm? in deuteron plasmas of any density at 


Jf | Jw D+D 
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Fig. 3. Diagram by means of which the number of fusions or energy piadaction for any plasma 

of deuteron/cm® density can be calculated at any temperature between 10° and 10° K°. The 

aforesaid number of fusions or energy production is derived from the product of Ty or Iy, 

the values of which can be read from the diagram, and the density square (n>) in deuteron/ 
cm® of the plasma in question 


a given temperature simply by paola the value a the fusion integral 
(I;) shown in the diagram by the square (no) of the density of the plasma in 
question expressed in deuteron/cm*. If the number of fusions: per second is 
multiplied by the well-known energy released by a single fusion, we obtain 


the released power (W) per plasma cm?: 
We 5, 1640 un; [KW]. 


In Fig. 3 we are showing on the ordinate I; and [haters 9,10. LOS SST 
Multiplying the concrete value of I, by the square (no) of the density of the 


ae 
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plasma in question we obtain the energy production in KW per cm®. Similar 
fusion integrals may be given also for other fusion processes, €. g. for T+ D 
and T+ T reactions. 

In cur calculations it is not taken into consideration that tritium produced 
in the course of D + D reaction is also involved in the reaction. Tritium fuses 
with another deuterium with a much larger cross section than deuterium 


Number of 
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102 y 7 

1030 1075 ws y Ps y wv 
1028 ; 

1926 j 
1024 
1022 
7029 
1018 
19 16 


KW/gr 


10 10 Qy 
| 
} 
| 
105 : 
! 
! 
{ 
| 
| 
| 


10% | 8 

|Radius ofthe Earth: 6,37.10°cm 
12 

0 ‘Radius ofthe Sun: 6,96.10"cm 

101 10° | 

108 

106 10° 10 

107 


| 
| 
\ 
| 
| 
| 
! 
| 
| 
| 
| 
10 


| 
| 
| 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
! 


Ris 
105 708 708 10S 
~ 3.107 K? 
Fig. 4. Number of fusions and energy production of a 1 gr d 
. gr deuteron plasma per second - 
tion of temperature at s = 0,1 gr/em® density (thick curved line). The ack: ined! pee 
the temperature radiation of a plasma of the same state calculated according to Stefan-Boltz- 


ay Ses toes 
man’s law. Radiation is related to 1 gr of the plasma, supposing the heat radiation of the sphere- 
shaped plasmas with various radii and thus with various surfaces to be unhindered 


(see Fig. 1) and so the end result is Het and n (see the formula on page 3) 
In this way the total energy production is larger by about one order a 
magnitude. 

In investigating the temperature radiation, we have to distinguish 
two cases. If the system is much smaller than the mean absorption path of 
the radiation in the given plasma then Stefan-Boltzman’s law, which is surface 
dependent, does not apply, but its place is taken by volume radiation which 
in turn, can be computed from Heitler’s equation for bremsstrahlung. Fig. 4 


' 
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shows the relations of radiation and heat production in the case, where the 
; Stefan-Boltzmann law is valid, for a plasma of 0,1 gr/em3 density for different 
_ dimensions of the reacting system. Fig. 5 on the other hand, represents these 
_ quantities for a plasma of 760 Hgmm (1,8- 10-4 gr/em®) and 0,005 Hgmm 
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Fig. 5. Energy production and temperature radiation of a deuteron plasma of 760 mmHg 

or 5 Hg, normal pressure according to Heitler’s formula for bremsstrahlung. The thin dotted 

lines designate partly the equilibrium temperature, partly the threshold of demonstrability for 
neutrons of thermonuclear origin 


(1,2 -10-® gr/cm?) pressure at normal temperature. These same plasma densities 
have figured as limit values also in the experimental work of KuRcHATOV 
and coworkers. Here the temperature radiation is represented in accordance 
with the law for volume radiation. Its computation has been recently reported 
by several authors independently of one another [9, 38]. 

In the latter diagram (Fig. 5) it can be seen that between radiation and 
energy production, at a temperature of about 2.108 K°, a balance will come 
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into effect such that is independent of plasma concentration. Insofar as Stefan- 
Boltzman’s law is valid for the radiation of the system, such a common 
equilibrium temperature does not exist at all densities, since the <a 
computed for unit volume is a function of the size. Therefore, equilibrium 
temperature for such systems of different sizes will be also different even at 
the same density and below certain sizes it does not even exist at all (see 


Fig. 4). 


The possibility for a thermonuclear reactor. 


Conclusions 


On the basis of what has been said, there seem to be two thereotical 
possibilities for the stable operation of a thermonuclear reactor for the purpose 
of producing positive energy output in an economical and controllable way. 
One of the possibilities would be to operate the reactor at equilibrium tempera- 
ture. The other one is to apply lower temperature, but using an energy reflector, 
such that would suitably reduce energy radiation to the value required by 
the balance. 

For further discussion it is necessary to introduce the concept of average 
life time of a deuteron in the reacting plasma. Let us keep the concentration 
(n,) constant in time so that the fusioned deuterons are continuously supplied. 
We denote by n the number of deuterons, which have not yet fusioned up 
to a specific time (t) from the n, particles present at the moment t = 0. On 
the basis of elementary considerations (see ref. [36]) the time dependence 
of the n/n, quotient is given by the following simple relation : 


a fy ee (6) 


Ny No No 


As the definition of the average life time is 


tT = —J|t(n) dn, (7) 


where t(n) is the time necessary for the fusion of (n)—n) particles, it follows 


from (6) and (7) that 


pe (8) 


Fig. 6 shows the changes of average life time for two different plasma densities 
as function of temperature. 
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; To come back to the question originally posed, we consider separately 
the plasmas of low and high densities. 

3 We regard the plasmas, in which the mean free path of their own tempera- 
_ ture radiation is small in comparison with technically reasonable dimensions 
according to the terrestrial possibilities, as plasmas of high density. The 
"mean free path of the radiation of low density plasmas, however, is large 
in comparison with the former dimensions. In this sense, f. i. the plasma of 
0,1 gr/cm? density, is of a high density. For this plasma the production and 
radiation relations of the energy are shown in Fig. 4, E. g. the plasma of 


Oe? 


10° 708 107 108 109 Ke 


Fig. 6. Changes of a mean half life for plasmas of two different deuterons/cm? densities, 
as function of temperature 


1,2-10-® gr/em? density (0,005 mmHg normal pressure), to which Fig. 5 is 
related, however, is of a low density. The cause of it is that the maximum 
quantum energy of temperature radiation at 10° K° comes up to about 0,4 
keV and its linear absorption coefficient is ~ 10’cm7. Thus, if the dimensions 
of the system are small compared to 10’ cm, the system is subject to the law 
of volume radiation, in accordance with Heitler’s equation for bremsstrahlung. 

There are two reasons why the plasma of high density cannot be used 
at equilibrium temperature. One is, as it was seen in Fig. 4, that equilibrium 
temperature occurs only in exceedingly large sizes ; the other reason is that 
energy release per gr and cm? is very great. The least size where an equilibrium 
point exists in Fig. 4 is a system of about 600 m diameter and the energy 
production at this point is nearly 101° K W/gr. It is worth while to note here 
that the total power produced by mankind per sec is ~ 3,6-109 KW. This 
powerful energy release during a short period means in other words that the 
average life time is short for a deuteron of the plasma under these conditions. 
Fig. 6 shows, for example, that the average life time is nearly one millionth 
of a sec at a density of 3,03 -1022 deuteron/em® (0,1 gr/cm*) concentration 
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at the neighbourhood of equilibrium temperature (~3-107 K°) for the least 


size (see above and cf. Fig. 4). 
In case of the plasmas of low density, as we have seen, however, the 


equilibrium temperature is the same, ~2-10% K°. For these plasmas the law 


: 


of volume radiation is valid and the equilibrium temperature is independent | 


of the concrete density and dimensions of the plasma. 
By the evidence of Fig. 7, densities lower than 1017—10* deuterons/cm? 
would be relatively the most suitable for controlled fusion experiments. At 
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Fig. 7. The unbroken line designates the energy production of the deuteron plasma at various 

deuterons/cm*® plasma densities, at the equilibrium temperature (cca. 2- 108). The dotted 

line indicates the changes of the average lifetime of the single deuterons relative to fusion at 
the same temperature, at fitting densities 


densities higher than these, the average life time is so short as to turn the 
process into an explosion. In a concentration of 10% deuteron/cm®, the density 
aM power production is ~0,1 KW/cm® at equilibrium temperature, which 
just corresponds to the usual energy density in fission reactors. 

The pressures at the equilibrium temperature produced at the above 
lower densities seem to be technically feasible (Fig. 8). If we tried to desigr 
an experimental fusion reactor of 10 kW for a density of about 1014—10¥ 
deuterons/cm® and so for a density of energy production 10-®—10? K W/cm 
(see Fig. 8), then the dimensions also would seem to be practicable (see later) 
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: The present difficulties lie in reaching and maintaining the temperature 
of ~2.108 K°. This gives rise to the question whether we could establish an 
equilibrium state at a lower temperature, say at 10® K° or so. This would 
_be only possible if the transfer of radiation energy to the surroundings could 
be controlled by some kind of a reflector. This energy retention would have 
J to be of such a degree as to create balance between power production and 
_heat transfer by radiation at the rather low temperatures in question. 


cm? 
deuteron 


7° 
10° 
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10° 
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Fig. 8. The volume of a hypothetical thermonuclear reactor of 10 and 100 MW capacity as 
function of the atomic (deuterons/cm?) density at 2- 10° K° temperature, and pressures occurr- 
ing at the same temperature and densities 


As we have seen, Fig 4 shows the situation at a high density (0,1 gr/em’), 
where Stefan-Boltzman’s law for radiation is valid. In order to have such 
a deuteron plasma of | gr mass and 1,34 cm radius produce in balance energy, 
f. i. at 10° K°, so perfect a reflector were needed that it would decrease radiation 
from the system by about 12 orders of magnitude. In other words, the power 
reflector would absorb and pass through only about the 10°! th part of the 
total energy fallen on it. It is well known, however, aoe ote of the best 
reflective quality, cannot — even in the region of eme light — reflect more 
than 97—98 per cent. At least 2—3% of the energy is absorbed by. them. 

The relations for lower densities in the region of volume radiation are 
shown in Fig. 9. It can be seen that, for instance, at 10° es an energy Eerenae 
(reflection) of 16—20 order of magnitude would be required, and at 2-10° K 
a decrease of the radiation by a 1028—1036 times factor would be necessary. 


4* 
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: 
Such an accomplishment would be quite improbable. It can further be seen | 
in the diagram, that the relation between radiation and power production — 
somewhat improves with the increase of plasma concentration. This is, howe-_ 
ver, insignificant from the viewpoint of reflection requirements. It is also to be — 
seen that with the rise of temperature, the improvement of relations becomes — 
more significant, as the relation between energy production and radiation 
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Fig. 9. Thermonuclear energy production at 108 and 2-105 K° temperature as function of 
atomic plasma density, together with radiation losses incurred simultaneousl Yolune 
occurring in a hypothetical reactor of 100 MW under such circumstances are alan tad t ai 

The unbroken lines relate to 106 K°, the dotted ones to 2-105 K° temperature ie 


improves by more than 12 orders of magnitude when the temperature is raised 
from 2-105 to 106 K°, Unfortunately, there still remain about 10—20 orders 
of magnitude to be reflected. 

The sizes which may occur in the case of a reactor of 100 MW capacity 
at 10° K° and 2-105 K° are also recorded in Fig. 9, At 10 MW the sizes are about 
four orders of magnitude smaller. It can be seen that besides the lack of a 
suitable reflector, the considerable enlargement of the sizes by decrease of 
the operative temperature constitutes additional difficulties (cf. Figures 7, 8 


and 9). 
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As we saw above at 0,1 gr/em? (3,03 - 1022 deuterons per cm?) density, in 


3 the case of a 1 gr deuteron sphere, we must decrease radiation by about 12 
3 
4 


orders of magnitude at 10° K° to obtain dynamic balance, whereas at the 
lower plasma density, at the same temperature, a reflection of 16—20 orders 
of magnitude is needed. Thus, in the case of lower temperatures, the relations 
are relatively more favourable at high densities than they are in the case of 
low densities. As we have seen, however, this seemingly more favourable 
situation is by far deteriorated by the fact that in the case of high densities 
extremely great energy release is obtained, which actually means an explosion- 
like process. 

In this manner the construction of a thermonuclear reactor by means 


, of energy reflection may probably be considered as impracticable. 


The success or failure of the realization of a thermonuclear process, 
yielding continuous, controlled, positive (economical) energy gain seems, 
after all, to depend on whether the exceedingly high temperature of 108 K° 
in order of magnitude can be reached and also maintained. Even in such an 
eventuality, merely the lower densities seem to be suitable for this purpose. 
Namely at these densities the equilibrium temperature is in the range of the 
above temperature, and here the average life time, the volume necessary 
and the pressure produced in the system also have more or less reasonable 
values (cf. Fig. 7—9). 

We should like to note that difficulties similar to those already met 
with are arising also whenever we venture upon a distribution different from 
the Maxwellian distribution of velocities, and thus — as a matter of fact — 
depart from the thermonuclear feature of the model [36]. 


Finally, we wish to deal with the question at what temperature could 
a demonstrable and detectable effect of perhaps a greater neutron flux be 
produced, even though the realization of the continuous, controlled production 
of fusion energy by thermonuclear process seems to be difficult. With the well- 
known properties of detecting devices in view, we can set the limit of good 
detectability. It is per second and plasma liter about 100 fusions, if we suppose 
that the observation is carried out with a fast neutron counter by means of 
an ionization chamber. According to Fig. 5 for a deuteron plasma of 5 wHg 
pressure (nm) = 3,5-1014 deuterons/cm?) detectability will occur at about 
1,3-106 K°, while for 760 mmHg (n, = 5,4-10™ deuterons/cm?) the effect 
will arise at 2,9-105 K°, provided that these temperatures can be maintained 
for at least 1 second. . 

By the help of condensers KuRCHATOV [1] estimated to have achieved 
1 million K° for about 10- sec, in pulsating gas discharges of high potential. 
Considering the short duration of the pulse, the number of fusions for one 


impulse, according to these considerations, must have been under the limit 
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of detectability. Thus, the neutrons experimentally observed by these authors © 


could not have been — strictly speaking — of a thermonuclear origin, as they 
also stated themselves. 
If now we consider Fig. 4, it can be seen that, for instance, at the tempera- 


ture of 10° K° we can obtain a neutron effect at the density 3,03-1022 deu-— 


terons/cm® which is already 10 neutrons per sec and cm? in order of magnitude. 


This can be regarded as exceptionally high compared with the former cca 100, © 


obtained in the low density plasma in question (see above) at about the 
same temperature. 


On the basis of our considerations we may draw the final conclusion that 
while low densities seem to be relatively more suitable for the operation of 
a continuous thermonuclear reactor, deuteron plasmas of high density might 
serve our purpose better if we desire to produce a neutron source of high inten- 
sity by thermonuclear process, Even in the latter casé nothing but deuterium 
could be used, as tritium cannot be produced without neutrons either, and 
so we could at best recover these neutrons by the operation of a thermo- 
nuclear neutron source of such impulses. 
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A 6-RAY SPECTROMETER OF TOROID-SECTOR TYPE 
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A B-ray spectrometer has been constructed with sector pole pieces of shaped boundary 


and 42 air kaps arranged in a toroidal form. By using all the gaps the optimal resolution was 


~ 3%, while the maximum of the used solid angle was ~ 2,5%. In the case of a sufficiently 
strong source, however, one or just a few gaps may be used, and in this way with a suitable 
adjustment of the baffles, even 0,7% resolution was obtainable. The apparatus was calibrated 
by standard conversion lines and several well-known f-ray spectra also were taken for control 
purposes. The slight current consumption and other special advantages of the toroid sector 
type spectrometer are discussed too. 


1. Introduction 


In the past decades, and especially in the past twenty years, a number 
of f-ray spectrometer types have been developed. In recent years, even such 
spectrometers have been constructed that reach the accuracy (0,01—0,001%) 
of precision X-ray spectroscopy as well as the 0,01% resolution, in #- and 
y-ray spectroscopy [1—6]. 

In the above region of high precision, in addition to DuMonp’s curved 
crystal y-ray spectrometer [7], double-focusing f-ray spectrometers are 
preferentially used both with and without iron core. [8, 6]. The prismatic 
spectrometer developed by Ketiman and coworkers also is used for nuclear 
spectroscopic investigations [9] of high precision. For studies of compara- 
tively high precision of conversion lines, the perfected version of permanent 
magnetic semi-circular spectrometers with a homogeneous field is also suitable 
[10, 11]. This, itis true, has an extraordinarily small transmission, but even so, 
its great advantage is the very well defined line profile on the side of higher 
energy. Further advantage of this type, especially in studying isotopes of 
a short half life, is that a larger energy range can simultaneously be inves- 
tigated. : = 

In spite of this tremendous development, apparatuses of lesser precision 
and resolution, but of other advantageous properties have not lost any of 
their significance either [12]. 

Mostly in coincidence investigation 
B-spectra, the necessity for using apparatuses of greater tra 


" 5 u 5 . 3 
s. but also in the study of continuou 
nsmission comes 
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to the fore. In case of sources with low specific activity, in addition to trans- 
mission, the applicable size of the surface of the source, i. e. luminosity, is 
important as well. In these cases the resolution is in many times less 
important. 

The “intermediate image” and “orange” spectrometers have the greatest 
transmission. By their means even the 10% transmission range is attainable 
or approachable. In so far as spectrometers of various magnetic lenses are 
concerned 1% transmission can be considered as a standard value. These 
apparatuses, at the same time, may have a moderate, mediocre or even fair 
resolution according to types and adjustment. 

The construction of the spectrometer to be described in this paper began 
as early as 1947 at the Institute of Physics of Debrecen University, indepen- 
dently of other later publications dealing with a similar subject [1316]. The 
iron core of wedge-shaped pole pieces with curved boundary was made in 
toroidal arrangement before 1949. This iron core can be seen in Fig. 2. 
J. HorvArn, a collaborator of the Institute at that time, referred to the spec- 
trometer under construction even in a paper of his published in 1949 dealing 
with the theory of spectrometers of the type in question [17]. In that paper 
he reported on the analytic equation of the curved profile of the boundary 
of magnetic fields with regard to our spectrometer. 

For want of suitable circumstances at the Debrecen University at 
that time the construction of the apparatus was only finished in the first 
half of 1958 at the Nuclear Research Institute that has developed out of the 
old University Institute and belongs to the Academy of Sciences. In the 
form of a preliminary statement we already reported on our spectrometer 
at the Nuclear Spectroscopic Conference in Leningrad in January of 1958 


[18]. 
2. Toroid coil and magnetic field 


The iron core of the toroid coil of the spectrometer consists of sector- 
shaped pole pieces, whose boundary for the sake of improved focusing — is 
not a straight but a properly curved line. 

The effect of the wedge-shaped uniform field focusing on charged particles 
has been well known for a long time [19—22] and has been freely applied 
too, first of allin mass-spectroscopy [23—29]. The idea also arose quite early 
that an improved focusing, that of so-called second order, is attainable by 
proper shaping of the boundary of the magnetic field [30]. Later on the 
focusing properties of the sector-shaped uniform field with curved boundary 
were examined more closely [17, 31—37]. 

Other authors studied the alternative: what focusing conditions are 
like when an inhomogeneous field is formed between the sector pole pieces 
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4 
- [38—40]. In this case, two-directional focusing is obtained. Furthermore 
the possibility also has been discussed that double focusing, and even Seand: 
Border focusing, can be obtained in a special arrangement by a wedge-shaped 
uniform field with straight line boundary [41—45]. In order to get this an 
_ the beam of the particle hasto en ter the straight line boundary of the ma nee 
field at a proper angle, and not perpendicularly. : 
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Fig. 1. Plotting of the shaped boundary of the magnetic field and the hypothetical trajectories 
of the electrons in a f-ray spectrometer of the toroid-sector type 


In order to obtain two-directional and at the same time, second-order 
focusing, KoroED-HANSEN and collaborators then combined the proper 
shaping of the boundary line of the sector-shaped field and the application 
of the inhomogeneous field [13—15]. They were also first to report on the 
possibility of toroidal arrangement of sector fields. The latter arrangement 
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increases the transmission of the apparatus, which is another important 
problem of spectroscopy besides the increase of resolution. 
In the case of our spectrometer, the shaping of the sector-field profile 
was carried out by plotting.. Fig. 1 shows the procedure of plotting. 
For this purpose, the distances of both the source (f,) and the focus 
(fo) as well as the desired radius of curvature in the magnetic field (0) have 
to be given in advance. In our case f, = f, = 20 cm, 9 = 5 cm. 


Fig. 2. Tron core of toroid coil in front view 


The pole pieces plotted in this manner and accordingly made of soft 
iron were then toroidally arranged as shown in Fig. 2. There are 42 segmental 
pole pieces and 42 air gaps with parallel walls alternating in the toroid iron 
core. The width of air gaps is 6 mm. As can be seen also in the figure, the pole 
pieces are wedge-shaped viewed either from the source or the focus and they 
are arranged so that the boundary planes of air gaps may be parallel. Conse- 


quently the magnetic field in the gaps will be uniform. The rings supporting 
the pole pieces were made of brass. 
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_ The magnetizing coils are set around the iron pole pieces in such a way 
as to leave the air gaps free to let the electrons pass. The finished toroid with 
the field windings is shown in Fig. 3. For the winding a varnished 1 mm 
(in diameter) copper wire was used. 


Fig. 3. Prepared toroid coil before it is placed in the vacuum chamber 


In the range between 2 and 3 amperes, however, measurements of longer 
duration could not be made. Because of the comparatively low current inten- 
sity there was no need for any water cooling whatsoever. 

The measuring of the current was generally performed by a moving 
coil amperemeter of EKM M. 330 D. mV. p. type. For more accurate measure- 
ments, a compensation circuit with a Feussner compensator also was available. 

Before the toroid was placed in the vacuum chamber, measurements 
were made with regard to the magnetic field and the warming up of the 
coils. At a current intensity of 3 amps., for instance, the equilibrium of tempera- 
ture became stabilized at ~90° C in open air after about 2 hrs. At 2 amps, 
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after the same length of time, the temperature of the winding was ~50° C. 
Note has to be taken of the fact that cooling conditions in the vacuum are 
naturally much worse than those in case of the above measurements in 
open air. 

The measurements of me magnetic field were made by a flip coil and 
a ballistic galvanometer or a fluxmeter. At 3 amps, the measured maximum 
field intensity in the gaps was ~1000 gauss. Within limits of measuring 
error, the hysteresis curve happened to be linear with the downward and 
upward portions of the curve coinciding. 


a 
: 


3. Vacuum chamber and vacuum system 


Regarding the vacuum — as it generally occurs in /-spectroscopy — 
the requirements were not especially high here either. The fact, however, 
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that the coils and isolating materials were placed inside the vacuum, con- 


stituted a special difficulty. 


The inner diameter of the cylindrical vacuum chamber was 43,5 cm, 


_ and its length 48 cm. The chamber itself was made of 3 mm iron plate, while 


the flanges and lids had a thickness of 8 mm. For sealing rubber rings of 


circular section were used. 


A sketch of the vacuum system is shown in Fig. 4. The vacuum chamber 
has been exhausted through two tubes (@ =~ 9 cm). These tubes are intro- 
duced into another one of a larger diameter attached to a silicon oil-diffusion 
pump (capacity 1500 liter/sec) through a disc valve. The forevacuum is produced 


_by means of a 30 m%/hour rotation pump of Tungsram make. A refrigerant 


was placed between the vacuum chamber and the diffusion pump using 
liquid air; and a cold trap between the diffusion and rotation pumps using 
dry ice [46]. 

Recently the system was transformed so that the trap between the 
diffusion and rotation pumps was removed. In its stead the purification of 
oil for the rotation pump was affected by attaching before this rotation 
pump, for some hours every now and then, another mechanical pump of 
less capacity (5 m%/hour). 

For the measurement of the forevacuum, a thermoelectric vacuum 
gauge was used: one of the measuring heads being placed on the chamber 
itself, and the other between the diffusion and rotation pumps. High vacuum 
was measured by a vacuum meter of a modified Penning type. Both measuring 
apparatuses were made at our Institute. 

With the aid of the above vacuum system we succeeded in continuously 
maintaining a pressure of 10-* Hgmm in order of magnitude, even without 
applying liquid air refrigeration. 


4, Detector and detecting equipment 


For detecting f-particles at the focus of the spectrometer a Scintillation 
counter with anthracene crystal was used. The disc-shaped anthracene crystal 
has a diameter of 14 mm and a thickness of ~1,5 mm. The detailed arran- 
gement can be seen in Fig. 5. 

Fig. 5 illustrates also the method of sealing the vacuum at the introduc- 
tion of the multiplier into the vacuum. At the chamber lid the iron cylinder 
containing the multiplier is simply sealed with a rubber ring. Into the end 
of the cylinder, by the side of the vacuum, an iron ring with a thread can be 
screwed. This same ring frames the plexi glass window in front of the multiplier 
cathode. A synthetic gluing material (polycon) is used to cement the plexi 
window into the ring and the threaded ring into the end of the cylinder and, 


at the same time, to seal the vacuum. 
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scribed by pE Waarp [47]. In front of the crystal an aluminium foil of ~0,2 mg/ 
em? was placed to produce better conditions for light reflection. An alu- 
minium ring which from the front can be screwed on the cylinder containing 
the multiplier protects the crystal. 

The block scheme of the electronic detecting apparatuses attached to 
the multiplier is shown in Fig. 6. The cathode follower also is built in the 
cylinder containing the multiplier. Next, a wide band amplifier of 5 MC band 
width (with ~100 amplification factor), a Schmitt circuit used as a discri- 
minator and a high frequency unit for supplying high voltage to the amplifier 
are placed in the same box. The dekatron unit containing five VALVO E1T 
tubes is placed in a separate box. 


3. Source holder and preparation of the source 


The aluminium source holder rod is introduced into the vacuum through 
a gate air lock described by HEDGRAN [1] on the source-side lid of the vacuum 
chamber. 

The source holder rod ends in a screw of 3 mm diameter. The source. 
holder skeleton can be screwed onto this. The skeleton is made of plexi glass. 
Its two versions are shown in Fig. 7. 


} ion <i glass source- skeleton 
Fig. 7. Two versions of plexi glass source-holder skele 


i il i E a ring 5 inner diameter at the 
The backing foil is cemented to a ring of 15 mm inn a 
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mg/cm?), mylar (0,6—1 mg/cm?) or aluminium (~0,2 mg/em?). In order to 
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| 
secure grounding, the synthetic foils together with the plexi glass skeleton 
were generally evaporated in vacuum by aluminium. | 
The preparation of the source was carried out by dropping method. | 
At the site of the source material the foil was preliminarily treated with | 
insulin [48]. The dropping of the dilute insulin colution, and then that of the’ 
radioactive preparation were performed by a very simple remote control | 
pipette [49]. By means of this method source spots of 1,5 - 6 or 7 mm diameter 
were produced. . 
In order to prevent dispersion in the vacuum chamber the source was 


covered as need arose with a thin zapon foil (10 wg/cm? order of magnitude). 


| 
1 
| 


6. Adjustment and baffles 


The first examinations of qualitative nature with regard to focusing 
features of our apparatus were made without baffles, by Agfa Texo-R film. 
A preparation of Th(B-+C) and Cs1%’ served as an electron source. The intensity 
of the various sources used in the course of these investigations was changing 
between 10—100 ucurie, and accordingly, radiation time. was between a 
half and 3 or 4 hrs. By the photographic method, rough information could 
be obtained as to the ray path as well as the placing and dimensions of the 
focus as we have already mentioned in our preliminary report [18]. The 
diameter of the focus spot, when using a source of 3 mm diameter, was ~5—8 
mm on a plane parallel with the wall of the chamber lid. In case of photographs 
whose plane was perpendicular to that of the former photographs, on the 
other hand, we obtained a somewhat more elongated spot, the core of which 
we found to be ~6—10 mm. 

It was obvious even at the time of the first pictures of qualitative nature 
as corroborated also by quantitative examinations carried cut later with 
diaphragms — that there did not seem to be existing any close connection 
between the placing of the source (as to its depth from the lid) and the dimen- 
sions of the focus spot. Furthermore, it was observable that when the source 
was pushed from the source-side lid towards the toroid coil, the picture spot 
shifted into the opposite direction, that is, from the toroid coil towards the 
detector-side lid. The symmetrical ray path is realized when the source is at 
a distance of 19—20 cm from the centre of the toroid on the axis of the 
spectrometer, and at the same time at a distance between 4—5 cm from the 
source-side lid. This value just about corresponds to that from which we 
started in our plotting described under heading 2, 


In the course of more accurate. adjusting measurements, we studied 


quantitatively not only the effect of the placing of source and detector, but 
also the role of the various baffles. 
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Apart from special cases, with every measurement we used two baffles : 
the entrance and the detector baffles and in many cases a third one too: 
the exit baffle. For the shading of direct y-radiation, a cylinder-shaped 
lead block was applied in the middle of the toroid. The concrete form of the 
_ entrance and exit baffles is represented in Fig. 8. These are aluminium discs 
Z corresponding to the size of the vacuum chamber. Upon the discs, the blend 
is formed by oblong slits of 6,5 mm height and of alternately 1—7 mm width, 
| which are radially placed corresponding to the 42 air gaps of the toroid. The 
entrance baffle is placed in front of the toroid, and the exit baffle behind it. 


yee 


J ina Ye 


Fig. 3. Entrance and exit baffles, respectively 


These can be interchanged and thereby the transmission and resolution can 
also be changed accordingly. 

The arrangement of the detector baffle in lateral section and as viewed 
from the toroid is shown in Fig. 9. This baffle also can be replaced and the 
diameter of the circular-shaped opening in its centre may be 3—10 mm. All 
the baffles are made of aluminium, their thickness ranging from 1,5 to 4 mm, 

Aluminium plates of a few tenths of mm thickness serve the purpose 
of preventing scattering from the walls of the vacuum chamber. 

The slits of the entrance baffle are adjustable in widths between 1—6 
mm, which means a change of about 0,5—2,5% in the used solid angle. At 
the same time, according to measurements, resolution does not undergo 
such a substantial change. This shows that resolution is limited by the diver- 
gence in the focusing of each particular slit ; and this means further that we 


should have corrected the focusing of any particular slit in vain. 


5* 
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Fig. 11. Relative transmission as function 
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vacuum chamber (measured from the 
source side lid) 
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Then we studied how the placing of the detector effected resolution 


The best resolution obtainable for the line of Cs!87K was 3,2% (Fig. 12), 
a value which, as we have mentioned above, deteriorates to a comparatively 
small degree, even with large scale changes of the parameters. 
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Fig. 12. Cs!87 K- and L-conversion lines taken by using all the 42 air gaps of the toroid 


The f-ray spectrometer was not particularly a to smaller (mm 
in order of magnitude) excentricity of the source spot, to its deviation from 
circular shape, or to changes of the diameter to such extent. 

On the basis of these experiences during measurements we generally 
used a 3—5 mm diameter source spot and 4,5 cm extent of detector and 
source penetration (measured from the lids) belonging to the symmetrical ray 
path. 7 . er oe 

If in front of the entrance baffle 41 air gaps were covered by a sul ably 
formed aluminium plate, then the spectrometer focused only electrons passing 
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through one gap. In this manner we succeeded in getting even 0,7% resolution - 


3 

by a proper selection of baffles (Fig. 13). ' 
Experiences about adjustment definitely indicate that an apparatus — 

of the given type can yield a considerably better resolution, if errors in the 
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Fig. 13. Cs!87 K- and L-conversion lines which were taken in such a manner that the electrons 
passed through one of the 42 air gaps only 


coil or winding are corrected so that the 42 gaps focus into the same spot 
more accurately. Accordingly, even now the re-winding of the coil is in progress. 


7. Calibration 


As we have mentioned under heading 2, the magnetizing curve of the 
toroid coil was linear and free from hysteresis. Thus, there is no need for 
continuous registration of the magnetic field, and it suffices to calibrate 
the apparatus by inner conversion lines of a well-known energy. 

For calibration the following inner conversion lines were used : ThB— 
—F (1388,44 gauss cm), ThB—I(1753,91 gauss cm), Au18K (2222,6 gauss cm) 
and Cs187K (3381,28 gauss cm)[50]. 

The curve of calibration is shown in Fig. 14. 

The value of the calibrating constant is 2155,1 gauss em/amp. Discrepan- 
cies from this mean value remain within 2%, even if we take into consideration 
the uncertainty involved in the determination of the placing of lines. 


ee Be. we 


A B-RAY SPECTROMETER OF TOROID-SECTOR TYPE 71 


89 
5000 


4000 
3000 
2000 


~ 1000 


02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 262830A 


Fig. 14. Calibration curve 


8. Examination of well-known /-ray spectra 


For controlling the function of the f-ray spectrometer, a number of 
continuous f-ray spectra were taken. Some of these are represented in Figures 
15, 16, 17 and 18. In Figures 19, 20 and 21 we present the Fermi-Kurie plot 
of three of the former spectra. 

The Figures obviously show that at not much less than 200 keV, f-ray 
spectra are cut off or at least greatly distorted. Later examinations demcn- 
strated that up to about 40 keV even the low energy range of the spectra can 
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Fig. 19. Fermi-Kurie plot of the f-ray spectrum for Co® 


— HO 7 —L 


Fig. 20. Fermi-Kurie plot of the f-ray spect 
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be counted, if such a setting of the discriminator is used, where a part of the 


Bee also is detected. At such discriminator settings, however, the working 
of the detecting apparatus is not sufficiently stable, so that long series of 
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~ 


- 
7 


Measurements cannot be taken. 


Conclusions 


Transmission of the S-ray spectrometer described in this paper is mediocre, 
its resolution is moderate or at best mediocre if conditions of winding can be 
suitably improved. In this respect, its properties correspond to about those 
of a thick magnetic lens spectrometer of central focus [51]. 

The f-ray spectrometer discussed in this paper, however, has other 
remarkable properties as well, especially if it is compared with the afore-said 
thick magnetic lens spectrometer. These are summarized in the following 
points : 

1. Its current consumption is exceedingly low: in the present case 
a maximum of 3 amps, at the focusing of electrons with an energy of ~1,5 
MeV. Consequently, power supply does not constitute a problem, and there 
is no need for water cooling. 

2. At the site of the detector and source, there can be only an extremely 
small stray magnetic field, the value of which has, however, proved to be 
negligible, according to direct measurements of magnetic field intensity and 
according to indirect experiences. 

3. Resolution can be altered in quite a wide region. Good resolution is 
attainable by leaving only one or other of the air gaps open. For this reason, 
the apparatus is especially useful at such institutes where a variety of /-ray 
spectrometers is not available for nuclear spectroscopic investigations. 

4, For examinations of the kind when separation of electrons and 
positrons is required, a spectrometer of this type needs no baffle for electron- 
positron separation, as the separation of electrons and positron can be effected 
simply by changing the direction of the current in the toroid coil. 

The above properties make apparatuses of this type especially suitable 
to assemble a coincidence spectrometer, supplemented by a scintillation 
spectrometer, such that can be used for B-y, e-y, e -B and e -a coincidence 
measurements. Construction and investigations of this kind have been carried 


out also at our Institute. 
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BETA-CIEKTPOMETP TOPOMJIAJIBHO-CEKTOPHOrO THITA 
A. CAJIAH » I. BEPEHH 


= r Pe3swme 

Tloctpoen ToponsanbHbili OeTa-cneKTPOMeTP, B >Kee3HOM CTep>KHe KOTOPOrO OCTABJIEHO 

 CBOOOJHO, C LesIbiO IPOHHKHOBeEHHA SeKTPOHOR, 42 BOSYUIHbIX rama HW MOBepXHOCTH CeKTOp- 
HOrO N107i0Ca OOpasOBaHbl B CielMabHOH jopme. Ilonb3sysacb BcemMH ranamMu, HaMyywasn 

- OTHOCHTeJIbHAA NOJYWMpPHHa JIMHMM ObliIa paBHa ~3%, HW MaKCHMaJIbHaA cBeTOcHsa Opa 
~2,5%. OnHaKO B CIyYae MPHOAHOTO CHJIbHOrO HCTOYHHKAa, HaM yAasocb — pH yqoOHON 
peryMpoBke AQuapparmM — TIOJYYMTb, NONb3SYACb IMUWIb OHM ramom ~0,7% nowywupHHy 
MH. AnnapaT KasIHOpoBaH C MOMOLUbiO CTaHJapTHbIX KOHBEPCHOHHbIX JIMHHM, H — B Ka- 
ueCTBe KOHTPOJIA — MCCIeLOBaJINCb TOHKE XOPOUIO H3BeCTHbIe OeTacneKTPLI. OOcyrKWaloTcA ewe 
HH3K0e MOTpeONeHHe TOKA M HEKOTOPbIe Apyrue cnelMasbHble MpeMMywlecTBa OeTa-cneKTpo- 
MeTpa TOPOMasIbHO-CeKTOpHOrO THMAa. 
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UBER DIE WECHSELSTROMELEK TROOSMOSE 
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(Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen 7. X. 1958) 


. Die Erscheinung der Wechselstromelektroosmose macht sich dann bemerkbar wenn 
beiderseits eines Diaphragmas verschiedene Fliissigkeiten, z. B. eine Lésung und ein Lésungs: 
mittel, vorhanden sind, oder, wenn die beiderseits anwesenden Fliissigkeiten zwar dieselben 
sind, das Diaphragma z. B. asymmetrische Formen besitzt. Beim Zustandekommen der 
Erscheinung spielt die in der Umgebung der Kapillarwande entstandene Ladungsverteilung 
die Hauptrolle, da die Ionen durch ihr Vorhandensein die DK der Fliissigkeit andern. Das 
dadurch zustandegekommene DK-Gefalle ruft im elektrischen Feld die Elektroosmose hervor 
bei welcher der osmotische Druck eine quadratische Funktion der Feldstarke ist. Dieses 
DK-Gradient verdankt seine Entstehung nicht nur den Ionen in der unmittelbar bei der 
Kapillarwand entstandenen HELMHOLTZschen Doppelschicht, sondern auch denen in den 
darauffolgenden Ionenschichten, in denen die Ionen allerdings nicht so fest gebunden sind 
wie in der Hetmuoxitzschen Doppelschicht. Ihre Verteilung kann deshalb in diesen Aussen- 
schichten bereits durch Warmeanderungen oder durch die Anderung der Frequenz der Wech- 
selspannung gestért werden, wodurch auch der Ablauf der Wechselstromelektroosmose beein- 
flusst wird. Die aufgereihten Gesetzmissigkeiten sind nur dann giiltig, wenn die Linge der 
Kapillaren (l) im Verhaltnis zu ihren Durchmessern (r) sehr gross ist (J > r). Unter der Wirkung 
einer Wechselspannung spielt sich aber auch dann Elektroosmose ab, wenn neben denselben 
Bedingungen | ~ r ist. Allerdings gelten in diesem Fall andere Gesetzmassigkeiten wie im 
Fall 1> r, weil hier die Osmose von der Strémung der solvatierten Ionen hervorgerufen wird. 


Allgemeine Ubersicht 


Es ist bekannt, dass die Erscheinung der Gleichstromelektrocsmose 
zuerst von Reuss im Jahre 1807 beobachtet wurde. WIEDEMANN [1] und 
QuINCKE [2] haben die Erscheinung eingehender empirisch untersucht, 
wahrend die theoretischen Grundlagen HELMHOLTZ [3] niederlegte und dann 
Lams [4], SmoLucHowski [5] sowie PERRIN [6] weiter entwickelten. Die 
diffuse elektrische Deppelschicht samt ihrer Deutung trat zuerst bei FREUND- 
LICH, SMOLUCHOWSKI und Gouy auf, wihrend GYEMANT, OTTo STERN, HUcKEL 
und H. Mixer die Potentialfunktion dieser Doppelschicht errechneten. 

RosENHEAD und MILLER [7] waren die ersten, die sich mit der Wechsel- 
stromelektroosmose befassten und die Strémungsgeschwindigkeit berechneten, 
die infolge des Wechselfeldes zustandekommt. Diese Strémungsgeschwin- 
digkeit anderte sich nach ihrer Ableitung mit der Wechselspannung und war 
eine geradlinige Funktion des elektrischen Feldes. Von der Wahrnehmung 
der Erscheinung konnte bei ihnen nicht die Rede sein, weil die Strémungs- 
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geschwindigkeit infolge vollstandiger Symmetrie nach beiden Richtungen | 
der Kapillaren gleichmassig war. Sie behandeln also in ihrer Abhandlung — 
eigentlich nur die in den Halbperioden der Wechselspannung auftretende 
Gleichstromelektroosmose und nicht eine, durch die Wechselspannung ver- 
ursachte, von der Gleichstromelektroosmose unabhangige Erscheinung. 

Unter bestimmten Bedingungen, namlich wenn beiderseits des Diaphrag- : 
mas verschiedene Flissigkeiten z. B. Lésung und Lésungsmittel vorhanden 
sind, oder wenn an den beiden Seiten des Diaphragmas sich zwar dieselben 
Fliissigkeiten befinden, aber die Kapillare des Diaphragmas nicht zylindrisch 
sondern konisch ist, d. h. entweder in den Fliissigkeiten oder in den Kapillaren 
des Diaphragmas Asymmetrien verborgen sind, macht sich beim Einwirken 
eines Wechselfeldes die elektroosmotische Erscheinung bemerkbar, bei welcher 
der elektroosmotische Druck und die Strémungsgeschwindigkeit quadratische 
Funktionen der Feldstarke sind, wahrend die Strémungsrichtung der Osmose 
von der Qualitat der Flissigkeiten, dem Kapillarendurchmesser im Diaphragma, 
der Temperatur und der Frequenz der Wechselspannung abhangt. Dagegen 
sind bei der Gleichstromelektroosmose der osmotische Druck und die Stré- 
mungsgeschwindigkeit geradlinige Funktionen der Feldstarke, wahrend die 
Kapillarenradien des Diaphragmas und die Temperatur keinen Einfluss auf 
die Strémungsrichtung haben. 

Das bisher Erwahnte ist nur giltig im Falle von sehr langen Kapillaren 
(1) mit sehr kleinen Radien (r). Falls 1 ~ r wird, andern sich die Gesetz- 
massigkeiten der Wechselstromelektroosmose. Der elektroosmotische Druck 
wird eine quadratische und die Strémungsgeschwindigkeit eine geradlinige 
Funktion der Feldstarke, wahrend die Temperatur und die Frequenz hier 
keinen Einfluss auf die Strémungsgeschwindigkeit ausiiben. Diese wird viel- 
mehr durch die Leitfahigkeit der sich beiderseits des Diaphragmas mit zylin- 
drischen Kapillaren befindlichen Flissigkeiten, oder wenn es sich um dieselben 
Flissigkeiten handelt, durch die geometrische Form der konischen Kapillare 
bestimmt. 

Die empirischen Gesetze der Gleich- und Wechselstromelektroosmose 
beweisen, dass es sich bei den beiden Elektroosmosen um verschiedene 
Erscheinungen handelt. Nach Beobachtung der Erscheinung selbst [8] wurde 
die Wechselstromelektroosmose auf empirischem Wege eingehend unter- 
sucht [9—16] und schliesslich die Grundlagen zu ihrer Deutung gelegt [16]. 
Die vorliegende Arbeit erginzt und fasst unsere bisherigen Versuchergebnisse 
und die Deutung der Erscheinungen zusammen. 


Experimenteller Teil 


he Erscheinungsgruppe »A«. Zu den hier besprochenen Versuchen dienten 
efasse aus U-férmigen Glasréhren in deren untersten Teil Diaphragmen aus 
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_Jenaer Sinterglasfilterplatten »G2«, »G3« bzw. »G4« eingeschmolzen wurden. 
Die Lange der Kapillaren (1) war bei diesen Diaphragmen viel grésser als 
ihr Radius (r). In beide Schenkeln des Gefisses ragten Platinblechelektroden, 
wahrend die eine Halfte des U-Rohres mit einem reinen Lésungsmittel, die 
andere dagegen mit einer verdiinnten, ungefahr 0,005 prozentigen K J-Lésung 
gefullt wurde. Das Gefass konnte von aussen mit fliessendem Wasser (+15° 
C) oder mit einer CO, + Alkohol-Mischung (—78° C) gekihlt, notwendiger- 
weise mit einem Wasserbad auf +45° C erwarmt werden. Ein Hochspannungs- 
_transformator, an dessen Primarspule die Netzspannung (50 Hz) oder gege- 
_benenfalls ein Tonfrequenzgenerator (100—1200 Hz) geschaltet wurde, besorgte 
die Zufuhr von Wechselspannung. Die Sinusform der Wechselspannung wurde 
mit einem Oszillograph tiberprift. Die Feldstarke konnte zwischen 700—8000 
V/em — durchschnittlich zwischen 3000—4000 V/em — variiert werden, 
wobei ihre Grésse von der eben nech bequemen Beobachtung der Erscheinung, 
bzw. im Falle starker leitender Fliissigkeiten, durch die Maximalleistung des 
Generators bestimmt wurde. Unter der Wirkang der Wechselspannung 
entstand eine Niveaudifferenz, sodass die Fliissigkeit an der einen Seite empor- 
stieg. Im Falle von kleinen Niveauverschiebungen wurden solche Gefasse 
benutzt, bei denen der eine Schenkel in einer Kapillare endete. Nach dem 

Konzentrationsausgleich verschwand dann stets die Niveaudifferenz. 
Man konnte die Erscheinung der Elektroosmese auch dann bemerken, 


we yy ce 


i Bek o 


wenn in die Schenkel des Gefisses verschiedene Lisungsmittel gegossen wurden. 
In friiheren Arbeiten haben wir mehrere solche Falle untersucht, doch traten 
die Gesetzmassigkeiten der Wechselstromelektrocsmcose stets im Falle von 
Lésung-Lésungsmittelpaaren besser hervor, weshalb wir nachfclgend nur 
solche Falle behandeln werden. 

Uber die Strémungsrichtung bei der Wechselstromelektrocsmese gibt 
uns im Faille von verschiedenen Lésungsmitteln, verschiedenen Diaphragmen, 
Temperaturen und unter Wirkung einer Wechselspannung von 50 bzw. 1000 
Hz die Tabelle 1 Auskunft, in welcher die Nummern der sich emporhebenden 


Fliissigkeiten vorangeschrieben wurden. 


Aus der Tabelle kann folgendes entnommen werden : 


1. Unter der Wirkung einer Wechselspannung von 50 Hz strémt bei 
+15° C im Falle eines »G2« Diaphragmas bei jedem Flissigkeitspaar stets 
die Lisung zum Lésungsmittel hiniber. Mit kleiner werdenden Porenradien 
im Diaphragma (»G3«, »G4«), wird die Neigung des Lésungsmittels zum 
Hiniiberstrémen grésser. 

2. Die unter Punkt 1. erwahnte Anderung der Strémungsrichtung kcmmt 
am besten beim zur Assoziation weniger neigenden Azeton und am schwachsten 
beim zur Assoziation stark neigenden Isobutylalkohol zum Ausdruck. 

Zieht man zum Vergleich die sich infolge einer Wechselspannung von 
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50 Hz bei +15° C abspielende Elektroosmose heran, dann kann folgendes 


festgestellt werden : 
3. Die niedere Temperatur begiinstigt das Hiniiberstrémen der Liésung, 


die héhere dagegen das Hiniiberstrémen des Lésungsmittels. 
4. Die héhere Frequenz (1000 Hz) beférdert das Hiniberstrémen der 


Lésung, dhnlich der niederen Temperatur. 

Abb. 1 zeigt einen von den Fallen, bei denen die Strémungsrichtung 
frequenzabhangig ist. In den anderen Fallen, wo die Frequenz keinen Einfluss 
auf die Strémungsrichtung hat, wird der elektroosmotische Druck mit steigen- 


der Frequenz kleiner. 
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Abb. 1. Der elektroosmotische Druck als Funktion der Frequenz der Wechsels 

: ° papel ac ; an 1500 

bei + 15° C und dem Flissigkeitspaar KJ enthaltendes Azeton-Azeton Site oe 
Diaphragma 


Die Bestimmung des Zusammenhanges zwischen osmotischem Druck 
und Feldstéarke kann empirisch in einem derartigen Gefass geschehen, bei 
welchem der eine Ast des U-Rohres zu einer Kapillare ausgezogen ist Dabel 
verfahrt man so, dass man entweder die Flissigkeitsbewegung in der ie illare 
verfolgt und misst, oder die Niveaudnderung durch nee dusseren Druclf 
verhindert und diesen mit einem Manometer ermittelt [12]. Auf solchem 
Wege konnte festgestellt werden, dass 

5. der elektrocsmotische Druck bei der Wechselstromelektroosmose 
eine quadratische Funktion der Feldstarke ist. 

Was nun im weiteren die Abhangigkeit der Strémungsgeschwindigkeit 
von der Wechselspannung anbetrifft, so liess sich das so bestimmen, dass 
man die Flissigkeit mittels verschiedener Spannungen bis zu hestithathem 
Héhen emportrieb und dabei die Aufstiegszeit abmass. Wenn in solchen Fallen 
der durch das Emporsteigen verursachte hydrostatische Druck im Verhaltnis 
ae osmotischen Druck klein ist, dann wird auch der Messfehler klein sein 
Diesbeziigliche Messungen ergaben [13], dass 
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F 6. die Strémungsgeschwindigkeit eine quadratische Funktion der Feld- 
starke ist. 

Hier muss bemerkt werden, dass der elektroosmotische Druck und die 
| Stromungsgeschwindigkeit von der Feldstarke manchmal nicht quadratisch 
_abhingen. Wann und warum solche Falle vorkommen, das soll der besseren 
_ Ubersichtlichkeit wegen lieber bei der Deutung der Erscheinungen besprochen 
- 

_ werden. 


: Um den Zusammenhang zwischen elektroosmotischem Druck und 
_Kapillarendurchmesser des Diaphragmas bestimmen zu kénnen, muss man 
_ den durchschnittlichen Durchmesser bei den verschiedenen Diaphragmen 
kennen oder weningstens ihr Verhaltnis zueinander wissen. Dieses Verhiltnis 
c kann am Feichtesten mit Hilfe der Gleichstromelektrcosmese bestimmt werden, 
weil der Zusammenhang zwischen osmotischem Druck und Kapillardurch- 
messer bei der Gleichstromelektroosmose bekannt ist. Nach diesem Prinzip 
wurde das Verhaltnis zwischen den Porendurchmessern der »G3« und »G4« 
Filter bestimmt, wahrend zur Messung der entsprechenden zu denselben 
Spannungen gehérenden Drucke bei der Wechselstromelektroosmcse solche 
Flissigkeitspaare gewahlt wurden, deren Strémungsrichtung bei den beiden 
Diphragmen zusammenfiel. Aus den Messungen ergab sich [12], dass 

7. bei der Wechselstromelektroosmose der osmotische Druck dem 
Quadrat des Radius der Diaphragmakapillare verkehrt proportional ist. 

Die benutzten Jenaer Sinterglasfilterplatten waren im Falle der ange- 
wandten Flissigkeiten in Bezug zur Gleichstromelektrocsmose sogenannte 
negative Diaphragmen. Deshalb wurden aus Magnesiumtitanat bzw. Barium- 
titanat solche Diaphragmen bereitet, welche bei gegebenen Flissigkeitspaaren 
(Methylalkohol-Azeton, Aethylalkchol-Azeton) sich als pesitive Diaphragmen 
benahmen. Die Versuche bewiesen [14], dass die Wechselstromelektroosmose 
bei positiven Diaphragmen geradeso verlief wir bei den negativen. Man kann 
also aussagen ; 

8. Der Verlauf der Wechselstromelektrocsmose ist von der Qualitat des 
Diaphragmas unabhiangig, d. h. es ist gleichgiiltig, ob das Diaphragma bei der 
Gleichstromelektroosmose positiv oder negativ war. 

Bei der Verwendung eines Jenaer »G5« Sinterglasfilters konnte keine 
Wechselstromelektroosmose beobachtet werden [14], d. h. 

9. im Falle eines Diaphragmas aus Jenaer »Gd« Sinterglasfilter ist die 
Erscheinung der Wechselstromelektroosmose unbedeutend coder wenigstens 
vernachlassigbar klein. 

Erscheinungsgruppe »B«. Hierher wurden diejenigen Messungen ein- 
gereiht welche mit einem mit einem Lochdiaphragma, d. h. mit cincurduneis 
bohrten Glasplatte versehenen Gefass durchgefiihrt wurden, 1 ~ r. Im iibrigen 
war die Einrichtung und das Messverfahbren dem vorangehend Beschriebenen 
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ahnlich. Es konnten in diesem Fall folgende Gesetzmassigkeiten festgestellt 
werden : 

a) Unter der Wirkung eines Wechselfeldes strémt die Lésung zum 
Lésungsmittel hiniiber, oder wenn verschiedene Lésungsmittel an den beiden 
Seiten des Diaphragmas vorhanden sind, die besser leitende zur schlechter 
leitenden. 
b) Der elektroosmotische Druck ist eine quadratische Funktion der 
Feldstarke. 

c) Die elektroosmotische Strémungsgeschwindigkeit ist eine lineare 
Funktion der Feldstarke. — 


Qa 

oe Azeton 

20 
N 
o 
~ 10 
= 
xe} 
= 
jo} wen 
= 20 Min 
= 
E 10-4 
= 

Azeton+KU 
20+ 


Abb. 2. Der Niveauunterschied als Funktion der Zeit, bei 400 V Wechselspannung und dem 
Fliissigkeitspaar KJ enthaltendes Azeton-Azeton, mit einer durchlochten Glasscheibe als 
Diaphragma 
a) Die negative Elektrode ist im Azeton 
b) Die negative Elektrode ist im KJ enthaltenden Azeton 
c) Messung mit denselben Fliissigkeiten mit 4000 V, 50 Hz Wechselspannung. 


d) Der elektroosmotische Druck ist dem Quadrat des Radius des Dia- 
phragmaloches umgekehrt proportional. 

e) Die Strémungsrichtung ist von der Qualitat der Platte, in die das 
Loch gebohrt wurde, unabhangig. 

Es muss nun bemerkt werden, dass im Falle von Lochdiaphragmen auch 
bei der Gleichstromelektroosmose ein quadratischer Zusammenhang zwischen 
elektroosmotischem Druck und Feldstiarke besteht. Befindet sich an der 
einen Seite des Diaphragmas ein Lésungsmittel, an der anderen eine Lésung, 
dann strémt bei der Gleichstromelektroosmose, unmittelbar nach Anlegung 
der Spannung, unabhangig von den Ladungsvorzeichen der Elektroden, die 
Lésung zum Lésungsmittel hiniitber und erst nach einem bestimmten Aus- 
gleich der Ionenkonzentration macht sich die Gesetzmissigkeit fir die 
Strémungsrichtung der Gleichstromelektroosmose geltend (Abb. 2) 
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Wenn das Diaphragma aus einer kurzen Kapillare besteht, dann andert 
sich die Wechselstromelektroosmose insofern gegentiber dem vorigen Fall, 
‘dass der elektroosmotische Druck eine geradlinige Funktion der Feldstarke 
wird. : 
r Diese Versuche besagen schliesslich [10], dass 
: 10. und f.) im Falle von Hochfrequenzwechselspannung (380 kHz) die 
_ Wechselstromelektroosmose weder bei Jenaer Glasfilterplatten noch bei 
_Lochdiaphragmen auftritt. 
Erscheinungsgruppe »C«. Befindet sich beiderseits des Diaphragmas 
_dieselbe Flissigkeit, dann spielt sich unter der Wirkung einer Wechselspannung 
keine Elektroosmose ab. Falls das Diaphragma aber aus zwei Glasfilterplatten 
“mit verschiedenem Porendurchmesser zusammengesetzt oder das Loch des 
Diaphragmas nicht zylindrisch sondern konisch geformt ist, so macht sich die 
_Erscheinung der Wechselstromelektroosmose auch dann bemerkbar, wenn 
an den beiden Seiten des Diaphragmas dieselben Fliissigkeiten vorhanden 
sind. Handelt es sich nachstehend um ein Diaphragma,das aus aneinander 
gepressten »G3« und »G2«, bzw. aus »G4« und »G3« Glasfiltern zusammen- 
gesetzt und so in den untersten Teil des U-Rohres eingeschmolzen ist, dann 
- werden wir immer die Bezeichnung »G3, 2« bzw. »G4, 3« beniitzen. Die Messer- 
gebnisse der mit einmal und zweimal destilliertem Azeton, »G4, 3« und »G3, 2« 
Diaphragmen und bei zwei verschiedenen Temperaturen durchgefihrten 
Versuche sind in Tabelle 2 wiedergegeben. Die eingeschriebenen Zahlen 
bedeuten immer denjenigen Filter, an dessen Seite das Azeton im Wechselfeld 
emporstieg. 

Bei den konischen Diaphragmen strémt die Flissigkeit infolge der 
Wechselspannung bei jeder Fliissigkeit zu der kleineren Offnung. Der elektroos- 
motische Druck ist auch in diesen Fallen, wie auch bei den vorigen, eine 
quadratische Funktion der Feldstarke. 

Die Versuche zeigten, dass man bei der Wechselstromelektroosmose 
zur Herstellung eines gegebenen osmotischen Druckes fast um eine Gréssen- 
ordnung héhere Spannungen benétigt als bei der Gleichstromelektroosmose. 


Die Deutung der Erscheinungen 


Auf die Volumeneinheit einer in der Kapillare befindlichen homogenen 


Flissigkeit wird durch das elektrische Feld die Kraft 
- ae 
K = 0 © — —— (C?, grad €) 
8a 


ausgeiibt (9 = Ladungsdichte, ¢ = Dielektrizitatskonstante DK des Mediums 
und © = Feldstarke). 
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Wenn man an die Elektroden eine Gleichspannung anlegt, so wird 
durch die durch das crste Glied gekennzeichnete Kraft, in Anbetracht der 
in der Nahe der Kapillarwand zustandekommenden Hetmno.urzschen Doppel- 
schicht, der bekannte Effekt der Gleichstromelektroosmose hervorgerufen. 
Bei den iiblichen Versuchseinrichtungen ergibt das zweite Glied der Gleichung 
(1), wegen symmetrischer Anordnung, keine in die Achsenrichtung der Ka- 
pillare wirkende Kraft. 

Bei Wechselspannung verursacht das erste Glied der obigen Gleichung 
ein Vibrieren der Fliissigkeitssdule in der Kapillare, was eingehender von 
RosENHEAD und MILLER behandelt wurde [7]. Demnach ruft das erste Glied 
bei der Wechselstromelektroosmose keinen merkbaren Effekt hervor. Unter 
giinstigen Bedingungen macht sich aber in diesem Fall das zweite Glied 
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Abb. 3. Die Verteilung der Jonen an der Diaphragma-Fliissigkeitsgrenze im Falle eines Lésung 
Lésungsmittel-Fliissigkeitspaares. Die Pfeile zeigen die Richtung der im Wechselfeld auftre 
tenden Krafte an 


geltend, womit gleichzeitig die besprechene wechselstromelektrocsmotische 
Erscheinung zum Vorschein kommt. 

Bei der Deutung der unter »A« besprochenen Erscheinungen muss 
man nun einerseits in Betracht ziehen, dass die Ladungen an der Kapillar- 
wand eine diffuse Doppelschicht bilden, anderseits auch das beachten, dass 
sich an der einen Seite des Diaphragmas ein Liésungsmittel, an der anderen 
eine Lésung befindet. In Abb. 3 wird die Ladungsverteilung unter Beriick- 
sichtigung dieser Gesichtspunkte angegeben. Demnach verteilen sich die 
Ladungen eutlang der Kapillarwand in drei Schichten, die anschaulichkeits- 
halber durch ausgezogene Linien voneinander getrennt sind. 

Die Ladungsdichte ist wegen der polaren Adsorption in der sogenannten 
ersten Schicht entlang der Kapillarwand am héchsten. Die in der zweiten 
Schicht befindlichen Ionen werden einerseits von den Ionen der ersten Schicht 
angezogen, anderseits stossen sie sich gegenseitig ab. Deshalb ist die Ionen- 
konzentration an der Schichtgrenze héher als im tbrigen Teil der Schicht. 
Infolge der gegenseitigen Abstossung ist die Konzentration niedriger als in 
der ersten Schicht ja sogar als in der dritten Schicht, weil sich in dieser Schicht 
die Ionen gegenseitig anziehen. 
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Man muss natiirlich beachten, dass sich die DK einer Flissigkeit nach 
Elektrolitzusatz andert. Wie man beim Wasser und Methylalkohol feststellen 
onnte, verkleinert sich die DK in solchem Fall [17], was im Sinne der fir 
diese Falle angegebenen Deutung ohne weiteres auch bei anderen Fliissig- 
_keiten der Fall sein kénnte. 

4 Conway, Brockris, AMMAR [18] haben unter Beriicksichtigung der 
_ Tonenwirkung auf die DK der Fliissigkeit die Bildung und Gestaltung der 
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Enifernung inA® —> 
Abb. 4. Die Anderung der DK in der diffusen Schicht im Falle einer wisserigen Lésung, bei 


0,01 Grammionen/1 und 0,1 und 0,2 V elektrokinetisches Potential. Die Entfernung von der 
Hetmuotrzschen Doppelschicht ist in A gemessen (nach Conway u. Mitarb.) 


Schicht ein Ladungsmaximum herrscht. Im tbrigen benétigt die Arbeit von 
Conway, Brockris, AMMAR im Sinne unserer Versuche insofern eine Berich- 
tigung, als die DK, nachdem sie in der zweiten Schicht ihr Maximum erreicht 
hat, in der dritten Schicht abnehmen muss. Nach unserer Deutung besitzt 
der DK-Gradient parallel zur Kapillarenachse zwei in entgegengesetzte Rich- 
tungen zeigende Komponenten, was im elektrischen Feld zum Auftritt von 
zwei in die Achsenrichtung fallenden Kraften fihrt, die in Abb. 3 angegeben 
sind. Die Strémungsrichtung wird also im Wechselfeld von den Kraften St, 
und St, geregelt. 

In der in Abb. 3 wiedergegebenen Scharfe bildet sich die diffuse Doppel- 
schicht nur bei niederen Temperaturen aus, wobei die Ausbildung von scharfen 
Schichten mit der Bereitschaft der Fliissigkeitsmelekeln zur grésseren Ordnung 
deutlicher wird. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann ist Rec K,,.80 
dass die Lisung zum Lésungsmittel hiniberstrémt. Nicht so bei héheren 
Temperaturen oder zur Ordnung weniger bereiten Molekein, wo sich die 
Grenze zwischen der zweiten und dritten Schicht verwischt, wodurch sich 
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&, geltend macht, so dass das Lésungsmittel zur Lasins nthe 
Wenn man gleichzeitig beachtet, dass bei gleicher Feldetarke in nee ious 
Kapillaren die Flissigkeitstemperatur héher steigt als a = raumigeren, 
erhalt man eine Erklarung auch fiir die Gesetzmissigkeiten im Punkt 1, 2 


und 3. Ubrigens beweisen auch die Versuche, dass die durch den Strom ver- | 


ursachte Erwarmung bei den feinporigen Diaphragmen, einen wesentlichen 
Einfluss auf den Ablauf der Erscheinungen ausibt. So strémt z. B. im Falle 
eines »G3« Diaphragmas und KJ + Azeton-Azeton Fliissigkeitspaar bei 
15° C und 1000 V die Lésung, bei 3000 V dagegen das Liésungsmittel durch 
das Diaphragma. 

Das erste Glied der Gleichung (1) besagt weiterhin, dass die Flissigkeit 
in der Kapillare unter der Wirkung des Wechselfeldes in Schwingung kommt. 
Die Amplitude der schwingenden Bewegung fallt wegen der verhaltnismassig 
grossen Fliissigkeitsmenge in der Kapillare betrachtlich mit der Frequenz, 
weshalb eine Hochfrequenzspannung die Ausbildung der zweiten und dritten 
Schicht weniger stért als eine Niederfrequenzspannung, was nun auch die 
unter Punkt 4 erwahnte Regel verstandlich macht. Falls man die Frequenz 
zu stark erhéht, dann ruft die schwingende Bewegung der Flissigkeit ein 
Wirbeln in der Kapillare hervor, was die Entstehung der Schichten und 
dadurch auch den Verlauf der Wechselstromelektroosmose verhindert (Punkt 
10 und f). 

Die Giltigkeit der Regel 5 ergibt sich aus Gleichung (1) von selbst. 
Weiterhin folgt aus der quadratischen Abhiangigkeit der die Osmose her- 
vorrufenden Kraft von der Feldstarke auch die Giiltigkeit der Regel 6, da 
die Stroémung der Fliissigkeit beiden angewandten Kapillarabmessungen durch 
das HAGEN-POISEUILLESsche Gesetz bestimmt wird. 

Es wurde bereits im experimentellen Teil erwahnt, dass der elektroos- 
motische Druck und die Strémungsgeschwindigkeit bei der Wechselstrom- 
elektroosmose nicht immer quadratisch von der Feldstarke abhangen. Das 
macht sich besonders bei solchen Flissigkeiten bemerkbar, bei welchen die 
durch den elektrischen Strom hervorgerufene Temperaturanderung mit 
Strémungsrichtungsumdrehung in den Kapillaren verbunden ist. Darum 
muss man bei solchen Flissigkeiten immer fiir die richtige Auswahl der Span- 
nungshéhe sorgen, wenn es sich um die Messung der Zusammenhinge zwischen 
Feldstarke und osmotischem Druck baw. Strémungsgeschwindigkeit handelt. 

Werden in der Kapillare die positiven und negativen Ladungen aus- 
getauscht, d. h. abwechselnd negative und positive Diaphragmen benutzt, 
dann ist dies ohne Einfluss auf den DK-Gradienten, da dieser in erster Nahe- 
rung von der Grésse und Verteilung der Ladungen und nicht von ihren Vor- 
zeichen abhingt, ein Umstand welcher die Gesetzmissigkeit 8 erhellt. 

Bei den mit gleichporigen Filterplatten und gleichen Fliissigkeiten 
durchgefithrten Versuchen kommen manchmal Abweichungen beziiglich der 
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rémungsrichtung vor, die ihren Grund in den ungleichmassigen Kapillaren- 
dien und im empfindlichen Einfluss des Durchmessers auf den Ablauf der 
Elektroosmose haben. 

Zur Klarung der mit Lochdiaphragmen erhaltenen unter der Erschei- 
nungsgruppe »B« behandelten Ergebnisse muss man annehmen, dass die 
Tonen, die unter der Wirkung eines Wechselfeldes von den konzentrierteren 
au den verdiinnteren Stellen wandern, auch ihre Sclvathiille mit sich schleppen. 
Diese Annahme fihrt uns zum selben Ergebnis wie die Regel a. Dabei ist die 
Zahi der Ionen, die pro Sekunde durch das Diaphragma strémen und dadurch 
auch die hiniibergelangte Fliissigkeitsmenge proportional der Feldstarke, 
-womit die Regel ¢ gleichfalls klar wird. Da es sich im weiteren um die 


+s 


! 


Abb. 5. Die Verteilung der Ionen an der Oberflache des Diaphragmas, wenn beiderseits des 
konischen Diaphragmas dieselben Fliissigkeiten vorhanden sind. Die Pfeile zeigen die Richtung 
der im Wechselfeld auftretenden Krifte an 


Strémung durch eine Offnung handelt, folgt der quadratische Zusammenhang 
zwischen osmotischem Druck und Feldstarke aus dem Energiesatz. In selchen 
Fallen ist also die quadratische Abhangigkeit des csmotischen Druckes von 
der Feldstarke eine Folge der speziellen Diaphragmaabmessung. Das scheint 
auch dadurch bekraftigt zu werden, dass der osmotische Druck — pares 
Beibehaltung jener Eigenschaft, wonach die Lésung zum Lésungsmittel 
hiniiberstrémt, wenn statt des zylindrischen Loches eine kurze Popiae als 
Diaphragmaéffnung dient — im Wechselfeld eine lineare Funktion der Feld- 
starke wird. 5 
Befindet sich an der einen Seite eines Lochdiaphragmas — Lésung, 
an der anderen ein Lésungsmittel, dann kann man bei der SEL LET 
elektroosmose verstehen, warum nach Anlegung der ppanneee anfanglich, 
unabhaéngig vom Ladungsvorzeichen der Elektroden, ae Lésung sua He 
Diaphragma strémt. Bei der Gleichstromelektroosmose atte ciaet is 
wegen der speziellen Diaphragmaabmessung, nach Anlegung der Spannung, 
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die durch die schnell einsetzende Strémung der Kationen oder Anionen her- 


esrecrufene Wirkung die Hauptrolle. 


Bei den »G4,3« und »G3,2« Diaphragmen liegt an den Beriihrungs- 
stellen nicht ein System von zylindrischen, sondern von konischen Kapillaren 
vor, im welchen die Kapillaren sich immer nach derselben Richtung ver- 
jiingen. Zu der Auswertung dieser Versuche soll die in Abb. 5 angegebene 
Doppelschichtstruktur herangezogen werden, wo sich hinsichtlich der Ladungs- 
verteilung drei Schichten voneinander unterscheiden lassen. Haben wir es 
mit einer scharf ausgebildeten zweiten und dritten Schicht zu tun, dann hat 


die Kraft §, das Ubergewicht, wodurch sich die Flissigkeit an der Seite 


“des gréberen Filters emporhebt. Wenn sich jedoch keine sich scharf abgren- 
zenden Schichten ausbilden kénnen, dann wird sich die Flissigkeit an der 
Seite des feineren Filters emporheben. Infelge der niederen Leitfahigkeit der 
benutzten Azetone, d. h. wegen Mangel an Ionen (Tabelle 2), kann sich die 
zweite und dritte Schicht bei 15° C tiberhaupt nicht oder nur unscharf ent- 
wickeln, wahrend bei héherer Temperatur (+ 45° C) durch Dissoziation bereits 
geniigend Ienen zur Ausbildung der beiden Schichten bereitgestellt werden. 
Diese Erwagungen machen die Messergebnisse in Tabelle 2 verstandlich. 
Das nur einmal destillierte Azeton macht im Falle des »G4,3« Diaphragmas 
eine Ausnahme, zu deren Klarung auch nech beachtet werden muss, dass 
wegen der grésseren Leitfahigkeit dieses Azetons in den engen Poren des 
»G4,3« Filters sich mehr Joulsche Warme entwickelt, was bei +15° C eine 
genigend starke Disscziation verursacht, so dass sich die zweite und dritte 
Schicht scharf ausbilden kann. Bei +45° C haben wir schon eine so starke 
Warmeentwicklung, dass sich die Schichtgrenzen infolge der Warmebewegung 
verwaschen. 

Bei den Lochdiaphragmen mit konischer Offnung wird die Wanderung 
der Ionen in annahernd gleiche Richtung durch die spezielle Diaphragmaform 
hervorgerufen, auch dann wenn beiderseits gleiche Ionenkonzentration herrscht, 
weil die Ionen von der Seite mit grésserer Offnung leichter nach der anderen 


Seite strémen. 
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OB IJIEKTPOOCMOCE IPH TIEPEMEHHOM TOKE 
3. JIACJIO 


Pesiwme 


Tlon gelicrsuem mepemMeHHOroO HalipsyKeHHA sABIeHHeE 3eKTPOOCMOCa HadsOaeTCA, 
ecH Y O0eHX CTOPOH AKapparMbl >KUAKOCTS passM4uHa (Hamp. pacrsop — pacTBopuTestb), 
HJM B Cilyuae OHOPORHO! FKHAKOCTH, ECM AHadparma umMeeT acHMMeTpHYUHOCTS. B NOABIIeHHH 
ohpekTa SHayHTebHYIO POb urpaeT OOpasoBaHHOe y CTeHKH KaNMJIApa pacipejesenue 
3aPANOB, TAK KaK MPHCYTCTBHe HOHOB MPHBOANT K H3Me€HeHHIO [MIIeEKTPHYeCKO! MOCTOAHHOII 
*KNAKOCTH. ToABAIOWIMHCA TAKUM OOPasoM rpaguehT AHIAeKTPHYeCKOH MOCTOAHHOL B OJIEKTPH - 
YECKOM TOJ1€ IPHBOANT K TAKOMY SEKTPOOCMOCY, y KOTOPOrO OCMOTHYECKOe FaBIIEHHE ABIIACTCA 
KBapaTHyHOH PYHKUMeH HanpsKeHHOCTH moma. Cpaquent AKSIEKTPHYeCKOH MOCTOAHHOHM 
0093aH CBOHM TI0sBJICHHeM He TOJIbKO HOHAM JBOiHOrO cHOA PesbMrosbua, OOpasyrouerocsa 
HenMOCpeEACTBEHHO Y CTCHKH KanHJipa, HO H MOCHeAYWUIMM HOHHBIM cnosm. B oTHx CHOaX 
HOHDI CBASAHI HE CTOJIb MPOYHO, KaK B ABOHHOM coe embmrosbua. ostomy Ha KOH(UTrYy palo 
HOHOB OKa3bIBaeT BJINAHHE adKe HM TeMNOBOe ABH>KeEHHe, YaCTOTa MepeMeHHOrO HanpsDKeHHA, 
H 9TO MOKET MIPHBCCTH K HSMCHEHHIO MpOTeKAaHHA 3eKTPOOCMOCA MPH MepeMeHHOM TOKE. 

BplweckasaHHoe OCTaHeTCA B CHue, eCIM AHH Kaniiisapa (1) HaMHOrO OosbUIe ero 
payuyca (r) (l > r). 

B cnyyae | ~ r npn BpmonHenun BbIMEYNOMAHYTHIX YCOBHH IIeKTpOOcMOc NO, jeli- 
CTBHeM MepeMeHHOrO HallpsyKeHHA TakoKe nNOMBseTca. Ho 3aKOHOMePHOCTH TakOro 9ekTa 


OTJIMYAIOTCH OT 3€KOHOB cayyas l ~ r. B 9Tom caryuae OCMOC CO3sqaeTCA MOTOKOM COJIbBATHPCe 
BaHHbIX HOHOB. 
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DIE BERUCKSICHTIGUNG DER HYBRIDISATION 
IM FALLE DES WASSERSTOFFMOLEKULS 


Von 


F. BERENCz 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Vorgelegt von A. Kénya. — Eingegangen : 9. X. 1958) 


Es wird darauf hingewiesen, dass die Beriicksichtigung der Polarisation der Elektronen- 
_ wolke der Atome gréssenordnungsmissig einen ebenso wichtigen Effekt bei der Molekiilbin- 
dung bedeutet, wie die Beriicksichtigung der Korrelation der Elektronen. Um dies 2u beweisen, 
_ werden die Rechnungen im Falle des Wasserstoffmolekiils ausgefihrt. 


Um die Bindungsenergie des Wasserstoffmolekiils zu berechnen, 
beniitzt man wohlbekannterweise entweder die HerrLeR-LoNponsche [1] 
oder die HunD-MULLIKENsche Methode [2]. Im Falle der ersten Methode 
— welche in der englischen Literatur als VB-Methode bezeichnet wird — 
werden die Eigenfunktionen der Molekiilzustinde aus den Einelektron- 
eigenfunktionen der freien Atome gemass der Annahme aufgebaut, dass sich 
die Elektronen des Molekiils in erster Naherung bei den verschiedenen Kernen 
aufhalten : , 


PY = N [ya (1) Y» (2) + Ya (2) ¥ (1)] , 


wo Yq und y, die Eigenfunktionen fiir den (1s)-Grundzustand des Wasser- 
stoffatoms bezeichnen und solche Zustande beschreiben, bei denen sich das 
erste Elektron beim Kern a, das zweite beim Kern 6, baw. das zweite Elektron 
beim Kern a und das erste beim Kern b befindet. Andererseits im Falle der 
Hunp-MULLIKENschen Methode — welche iblicherweise Molekiil-Bahn- 
Methode (oder MO-Methode) genannt wird — werden die Molekileigen- 
funktionen als Produkt der Molekiilbahnen der das Molekiil aufbauenden 
einzelnen Elektronen dargestelit : 


P= N [pq (1) + Yo 1)] [0 (2) + Y (2) 1 - 


Diese Eigenfunktion enthalt ausser der HEITLER-LoNpDOoNschen Eigenfunktion 
noch zwei weitere Glieder, welche solche Zustaénde beschreiben, bei denen 
sich beide Elektronen entweder beim Kern a oder beim Kern 6 befinden. 

Da die neuen Glieder instabilen Zustanden entsprechen, wie man das 
auf Grund einfacher physikalischer Uberlegungen einsehen kann, soll diese 
Eigenfunktion geaindert werden. Die Elektronenaffinitat des Wasserstoffes 
ist nimlich viel kleiner als das Ionisationspotential ; infolge ihrer Wechsel- 
wirkungen befinden sich die Elektronen in der Nachbarschaft der verschiedenen 


1 


Kerne. Diesem Umstande gemiss wird die Eigenfunktion dadurch verbessert, 
dass man nach dem WEINBAUMschen Ansatz [3] in die Eigenfunktion einen 
Faktor x einfiihrt, welcher das Verhaltnis des heteropolaren Gliedes zu dem 
homéopolaren Glied reguliert : 


W = N fy, (1) ¥5 (2) + a (2) Yo (1) + * [a (1) Pa (2) + Ys (1) Ys (2)]} - 


Um eine weitere Verbesserung der WeEINBAUMschen Eigenfunktion zu 
erhalten, setzt man fir y, und y, nicht die (1s)-Eigenfunktion des freien 
Wasserstoffatoms ein, sondern die (ls + 2p,)-Hybridbahnen, wo 2p, die 
(2p)-Eigenfunktion des freien Wasserstoffatoms bedeutet, deren Achse in 
die Richtung der Molekiilachse zeigt. Dadurch wird eine Zunahme der Auf- 
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen und eine 
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Abnahme derselben an den Enden des Molekiils erreicht, was den realen 
Umstianden besser entspricht. Die Elektronenwolken der einzelnen Wasser- 
stoffatome werden namlich in der Nahe der anderen Atome polarisiert, und 
diese Polarisation lasst sich durch die hybridisierten Atombahnen besser 
beschreiben. Die (1s)-Eigenfunktionen sind bekanntlich kugelsymmetrisch, 
die (2p)-Eigenfunktionen haben dagegen die Form sich einander beriihrender 
Kugeln mit einem Wertevorrat von entgegensetzten Vorzeichen ; deswegen 
entspricht ihre Superposition eimer asymmetrischen Elektronenverteilung, 
wodurch die Polarisation der Elektronenwolke gut wiedergegeben werden 
kann. 

Auf Grund dieser Uberlegungen wurde frither von WerrnBAvum [3] 
eine Berechnung der Dissoziationsenergie mit solechen Hybridbahnen durch- 
gefiihrt. Er ersetzte aber damals nur im homéopolaren Teil die (1s)-Eigen- 
funktionen durch (ls + 2p,)-Hybridfunktionen, obgleich — da sich die 
Elektronenwolken in den Ionenzustianden sicher weitgehenderweise polarisieren 
lassen — eine solche Korrektion auch in dem heteropolaren Glied von Bedeutung 
ist. Trotzdem erhielt WEINBAUM einen Wert von 4,10 eV fiir die Dissoziations- 
energie, was als ein gutes Resultat betrachtet werden kann. 

Unter diesen Umstanden dirfte es von Interesse sein, die Korrektion 
konsequent durchzufiihren, weswegen die Hybridbahnen in dieser Arbeit 
auch in dem heteropolaren Teil der WErnBAuMschen Eigenfunktion eingefiihrt 
werden. Die Rechnungen lassen sich auf Grund der wohlbekannten Variations- 
methode ausfiihren, was hier eingehend nicht dargelegt werden soll. Fir die 
Dissoziationsenergie ergibt sich 4,15 eV. Die wichtigsten neuen Integrale 
und Tafeln sind am Ende dieser Arbeit im Anhang zusammengestellt. 

Es sei darauf hingewiesen, dass in einer fritheren Arbeit [4] die Bindungs- 
energie des Wasserstoffmolekils auf Grund der Eigenfunktion 


Y = N{ vq (1) Yo (2) + Ya (2) Ys (1) + % [Ya (1) Ya (2) + 
+ Py (1) yy (2) }} (1 + pry.) 
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berechnet wurde, wo — wie man unmittelbar einsehen kann — die WEIN- 
pauMsche Eigenfunktion durch den Korrelationsfaktor (1 + Piz) erweitert 
war. Damals wurde fiir die Dissoziationsenergie der Wert 4,14 eV erhalten. 

Es ist interessant zu beobachten, dass durch die Beriicksichtigung der 
Polarisation der Atombahnen ungefahr dasselbe Resultat fiir die Dissoziations- 
energie erhalten wird, wie bei Beriicksichtigung der Korrelation der Elektronen. 
Es lasst sich also die Schlussfolgerung aus den beiden Rechnungen ziehen, 
dass die Beriicksichtigung der Polarisation in der Wellenfunktion des Wasser- 
stoffmolekiils ebenso wichtig ist, wie die Beriicksichtigung der Korrelation. 
Diese Feststellung kann deswegen von Interesse sein, weil die Rechnungen 
im ersten Falle wesentlich einfacher sind, so dass diese Korrektion vielleicht 
auch im Falle komplizierterer Molekiile — wo die Rechnungen mit Beriick- 
sichtigung der Korrelation wegen des Auftretens der Matrixelemente mit 
rig (n = 1,2) uniibersehbar werden — durchgefihrt werden kénnte. 


* 


Ich danke auch an dieser Stelle Herrn J. HorvAtH, dem Direktor des 
Institutes, fiir sein Interesse und die vielen wertvollen Ratschlage und auch 
Herrn F, Pinrér fiir die Durchfihrung der Kontrollrechnungen der Integrale, 
sowie Fraulein M. Buiazso fiir die Hilfe bei den numerischen Rechnungen. 
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Anhang 


Die in den Matrixelementen des Energieausdruckes vorkommenden 
neuen Integrale werden mit Hilfe bekannter Methoden [5] ausgerechnet und 
im nachfolgenden zusammengestellt. 


as 1 Wa | aS 2 
Figs: | [ Was (1) Yap (1) Yas (2) Ys (2) dt, dt)— 


T2 
R6 

Sones { [3W8 (2,2,R) — W (0,2,R)] G8 (0,R) + 

+ [3 Wo (2,3.R) — W9 (0,3,R)] 6} (1.R) — 

— [3 W§ (0,2,R) — W8 (0,0,R)] G2 (2,R) — 

— [8 Wo (1,2,R) — Wo (0,1,R)] 6} (3,R) — 

— 2W3 (0,2,R) G3 (0,R) — 2W8 (0,3,R) G8 (1,R) + 
+ 2W? (0,0,R) 6 (2.R) + 2W$(0,1,R) G9 (3,R)}, 


6 
a 
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f, =({% (1) a Yos (2) dt, dt,= 


2 


Ré6 
120 
— 5 [3W2(0,2,R) — W8 (0,0,R)] G9 (2,R) + 
+ 3 [58 (2,3,R) — 312 (1,2,R)] 69 (6,R) — 

— 3 [52 (0,3,R) — 39 (0,1,R)] G9 (2,R) — 
— 10 W3(0,2,R) G3 (0,R) + 10 W8 (0,0,R) G2 (2,R) — 


{5 [31% (2,2,R) — W8 (0,2,R)] G9 (0,R) — 


8 — 6W3 (1,2,R)G3(0,R) + 6 W§(0,1,R) G3 (2,R)}, 
; fe =a (1) Yap (1) Wap (2) Vos (2) dt, dt. — 
| Tho 


= > boa so & [3W8 (2,3,R) — W8 (0,3,R)] G9 (1,R) — 


— 5 [3W§(1,2,R) — W8 (0,1,R)] G8 (3,R) + 

+ 3 [5 W?2(3,3,R) — 3 W?2(1,3,R)] G8 (1,R) — 

— 3[5 W2(1,3.R) — 3 W2 (1,1,R)] G2 (3,R) — 
—10W2(0,3,R) G2(1.R) + 10 W$ (0,1,R) G8 (3,R) — 
— 6 W3(1,3,R) G3 (1,R) + 6 W3(1,1,R) C8 (3,R)* : 


I, = J J Yap (1) i Yrs (2) dt,dt,= 


2 


= 51+ [3 32.3.8) — 75 (0.3,R)] C8(1,R) + 
+ [3W?(2,4,R) — Wo (0,4,R)] G8 (2,R) — 
— [3 W8(1,2,R) — W2(0,1,R)] 63 (3,R) — 
— [3 W2 (2,2,R) — W2 (0,2,R)] G8 (4,R) — 
— 2 W3(0,3,R) 69 (1,R) — 2 W2(0,4,R) 68 (2,R) + 
+ 2 W3(0,1,R) G3 (3,R) + 2 W3(0,2,R) G3(4,R)}, 


7. =| (= (1) Yap (2) Yop (2) dt, di.— 
Fi 


2 


= {7 [18 W9 (2,2,R) — 5 W} (2,4,R) — 5 W9(0,2,R)] Gp (0,8) — 
1680 


— 7 [18 W2 (0,2,R) —5 W8(0,4,R) — 5 W? (0,0,R)] G8 (2,R) — 
— 10 [7 W2 (2,4,R) +- 73 (0,2,R) — 6 W$ (2,2,R)] 63 (0,R) + 
+ 10[7W3(0,4,R) + 7 #8 (0,0,R) — 6 W (0,2.R)] G3 (2,R) + 
+ 24 W?2 (2,2,R) G3 (0,R) — 24 W4 (0,2,R) G2(2.R)}, 
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Ce le (1) Pap (1) Pap (2) Pop (2) dt, dt,= 


The 


= 21, + 247 [18 W802,3,R) — 5 73 (844K) — 5178 063.R)] C5 (LR) 


— 7 [18 W3(1,2,R) — 5 W8(1,4,R) — 5 W9 (0,1,R)] Gp (3.R) — 
— 10 [7 W2 (3,4,R) + 7W$(0,3,R) — 6 W2(2,3,R)] 63 (1,R) + 
+ 10 [7 W8(1,4,R) + 7W3(0,1,R) — 6 W3(1,2,R)] G2 (3,R) + 
4 24 W9(2,3,R) G2 (1,R) — 24 W9(1,2,R) G3 (3,R)} = 

R RS 


Bly ce 9 
2 jas 3360 


i Ebe iii (1) Yap (2) Yop (2) dt,dt,—= 


Tig 
_R, 
Being 
9 6 G99 
+ *_7eme, .4,R) — 5 W2 (4,4,R) — 5 W8 (0,4,R)] G8 (2,R) — 
— 7 [18 W2 (2,2,.R) — 5 W3(2,4,.R) — 5 W8(0,2,R)] G9 (4,R) — 
— 10[7W2 (4,4,R) + 7 W3(0,4,R) — 6 W2 (2,4,R)] G3 (2,R) + 
+ 10 [7 W (2,4,R) + 7W2(0,2,R) — 6 W2 (2,2,R)] G3(4,R) + 
+ 24 W9 (2,4,R) G (2,.R) — 24 W9 (2,2,R) G3 (4,R)}, 
| as bp 
ae = {fre 1) pap (2) yes (2) dt, dt.= 
Tig 
Ry 
meg + oF [5 W? (2,3,R) = 3 W8 (1,2,R)] 69 (0,R) + 


+ 2 [5 W8 (3,3,R) F 3 W2(1,3,R)] C9 (1,R) + 
[5 W2(3,4,R) F 3W9(1,4,R) + 
+- 5 WY (0,3,R) + 3W2(0,1,R)] GY (2,R) + 
+ 2[5 W9(1,3,R) F 3 W2(1,1,R)] C2 (3,R) + 
+ [5 W9$ (2,3,R) = 3 2 (1,2,R)] G9 (4,R) + 
-++ 2 W$ (1,2,R) G3 (0,R) + 4 W2 (1,3,R) 69 (1,R) + 
+ 2 [W3(1,4,R) + W5 (0,1,R)] G§ (2, R) F 
F 4 W§ (1,1,R) G§ (3,R) F 2 W$ (1,2,R) G8 (4,R)}. 
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BERECHNUNG VON POLARISIERBARKEITEN 


I. FREIE ATOME 


Von 
P. GomsBAs 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 20. II. 1959) 


Die Polarisierbarkeit freier Atome und zwar der freien Edelgasatome Ne, Ar, Kr und 
_X wird im ‘Rahmen der statistischen Theorie des Atoms auf Grund einer Stérungsrechnung 
berechnet, die der Verfasser fiir die neueren, d. h. mit den kinetischen Energiekorrektionen 


- erweiterten statistischen Modelle in einer vorangehenden Arbeit entwickelte. Mit Hilfe dieser 


Storungsrechnung gelangt man fiir die Polarisierbarkeit zu einer Formel, die keinerlei empiri- 
sche oder halbempirische Parameter enthialt. Die aus dieser Formel berechneten Polarisier- 
_ barkeiten der Atome Kr und X stimmen mit den empirischen Werten befriedigend iiberein, 
fiir die leichteren Atome Ne und Ar fiihrt jedoch die Formel fiir die Polarisierbarkeit — wie 
dies auch zu erwarten ist — zu viel zu grossen Werten. Man erhalt jedoch aus dieser Formel 
fiir die Polarisierbarkeit auch fiir die leichten und leichtesten Atome mit der Erfahrung aus- 
gezeichnet iibereinstimmende Werte, wenn man in die Formel statt der statistischen Elektro- 


-nenverteilung die genaueren wellenmechanischen Dichteverteilungen der Elektronen einsetzt 


J. Einleitung und Zusammenfassung 


Die exakte Berechnung der Polarisierbarkeit von Atomen mit mehr 
als einem Elektron ist zur Zeit wegen mathematischer Schwierigkeiten un- 
méglich. Bei der exakten Berechnung der Polarisierbarkeit hatte man nimlich 
von der quantenmechanischen Formel der Stérungsenergie zweiter Ordnung 
auszugehen, die die Kenntnis der Eigenfunktionen und Eigenwerte aller 
Elektronenzustande voraussetzt, deren exakte Berechnung jedoch mit Aus- 
nahme des Wasserstoffatoms und wasserstoffahnlicher Ionen zur Zeit noch 
aussteht. Man ist daher im Falle von Atomen und Ionen mit mehr als einem 
Elektron bei der Berechnung der Polarisierbarkeit auf Naherungsverfahren 
angewiesen. 

Im folgenden wollen wir fiir die Polarisierbarkeit auf Grund einer 
Stérungsrechnung, die wir in einer vorangehenden Arbeit [1] fiir die mit den 
kinetischen Energiekorrektionen erweiterten  statistischen Atommodelle 
entwickelten, eine Formel herleiten und diese zur Berechnung der Polarisier- 
barkeit freier Atome anwenden. Man gelangt so ohne Heranziehen wellen- 
mechanischer Formeln fir die Polarisierbarkeit im Rahmen der statistischen 
Theorie des Atoms zu einer Formel, die ohne Zuhilfenahme empirischer oder 
halbempirischer Parameter eine Berechnung der Polarisierbrakeit von elektro: 
nenreichen Atomen ermdglicht und erhalt gleichzeitig eine Priifungsméglichkeit 
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der Ansatze der statistischen Stérungsrechnung. Die fur die Polarisierbarkeit 
hergeleitete Formel wird zur Berechnung der Polarisierbarkeit der Edel- 
gasatome Ne, Ar, Kr und X herangezogen, wobei sich im Falle der Atome 
Kr und X mit der Erfahrung befriedigend tibereinstimmende Resultate 
ergeben ; die Resultate fiir die leichteren Atome Ne und Ar sind jedoch viel 
zu gross, wie dies auch zu erwarten ist. Es ist interessant, dass man mit den 
empirischen Werten ausgezeichnet tibereinstimmende Resultate erhalt — und 
zwar auch im Falle der leichtesten Atome — falls man in der fiir die Polarisier- 
barkeit hergeleiteten Formel fiir die Elektronendichte nicht die statistische 
sondern die genauere wellenmechanische, z. B. Hartree-Focksche Dichte ein- 
setzt. 

Ahnliche Berechnungen haben wir fiir ein dlteres, einfacheres stati- 
stisches Modell, bzw. mit einer fiir dieses Modell entwickelten Stérungsrechnung 
schon in einer fritheren Arbeit [2] durchgefihrt, wobei sich fiir die Polarisier- 
barkeiten nur fiir schwere Atome und Jonen mit der Erfahrung im Einklang 
stehende Resultate ergaben, fiir die leichten und mittelschweren Atome 
erhielten wir jedoch fiir die Polarisierbarkeit viel zu grosse Werte. 


2. Allgemeine Grundlagen 


Die Polarisierbarkeit kann man im Zusammenhang mit dem Stark- 
Effekt zweiter Ordnung definieren. Wenn man ein Atom oder Ion in ein 
homogenes elektrisches Feld von der Feldstarke & bringt, so gilt fiir die dem 


Stark-Effekt zweiter Ordnung entsprechende Energieanderung der bekannte 
Ausdruck 


de = — —al GP, (1) 


wo die von © unabhangige Konstante a die Polarisierbarkeit bezeichnet. Bei 
der Berechnung von a hat man also von der Stérungsenergie zweiter Ordnung 
auszugehen. 

Wir legen den Berechnungen die mit der Weizsiackerschen Korrektion, 
bzw. die mit der vom Verfasser ausgearbeiteten Modifikation dieser Korrektion 
erweiterten neueren statistischen Atommodelle zugrunde, fiir die wir die 
Stérungsrechnung in einer vorangehenden Arbeit [1] entwickelt haben. Fir 
die Stérungsenergie zweiter Ordnung erhielten wir [3] im Falle des mit der 
urspriinglichen Weizsaickerschen Korrektion erweiterten Modells 


Ws 


= — 
' 4(W,.+Wi+W,—W,) (2) 


hoe 7 Wee oh 
oa bans i 
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W,=efv,sgdv, (3) 
i= 5 ax Qi st dv, (4) 
W =x; : o (grad s)2dv, : (5) 

ES >| i s(t) 2 a ay det 6) 
V = Smee dv, (7) 


_ Es bezeichnet v, das Stérungspotential, 9 die Elektronendichte des unge- 


: 


_ stérten Atoms, t und tr’ bedeuten Ortsvektoren und dv, sowie dv’ die ent- 


_sprechenden Volumenelemente; s ist die Funktion 


ve — 0 


_V* bedeutet das nach Fermi und Amatpi korrigierte Gesamtpotential des 


ungestérten Atoms 


N—1 
i Ve, (9) 


wo V;, das Potential des Kerns, V, das Potential der Elektronenwolke des 
ungestérten Atoms und N die Anzahl der Elektronen des Atoms bezeichnen; 
v, ist die Konstante 


‘sea (10) 


%,, %; und x, sind die folgenden Konstanten 
Sep 3'yF 
%, = ——(32?)"* ea x= -——e" a,, 4 =7{ e, (11) 
eo 10 “ ) 2s: : TE SES 
e bedeutet die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen Wasser- 


stoffradius. 
Fir das durch die vom Verfasser entwickelte Modifikation der Weiz- 


sickerschen kinetischen Energiekorrektion erweiterte Modell ergibt sich fiir 


die Stérungsenergie zweiter Ordnung 


Ww 
aca (12) 
4(Wi+Wi,4+W;+W,— W,) 


a3 
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; 
otmemaaeniian 


wo Wy und W,, folgende Bedeutung haben 


4 
co 


Wi= wile |e" s?4nr? dr, (13) 

i 27 ‘ 

0 ; 

= | [Femceitst — Sets — 3 darter, (14) 


% 


Hier bezeichnet r die Entfernung vom Kern, r; und r, sind die beiden Wurzeln 


der Gleichung 


es (15) 


- 2472 33 


Q (r) 


und zwar ist r; die kleinere und r, die gréssere der beiden Wurzeln [4]. Schliess- 
lich bedeutet y, die Konstante 


| 1/3 


pier eg 5 (16) 


Das Glied mit y, ist ein Korrektionsglied ;_ fiir y, = 0 geht Wy + Wi, in 
W,, und der Ausdruck (12) in den Ausdruck (2) tiber. 


3. Berechnung der Polarisierbarkeit fiir das mit der urspriinglichen 
Weizsiickerschen Korrektion erweiterte Modell 


Wir legen zunichst das mit der urspriinglichen Weizsackerschen kine- 
tischen Energiekorrektion erweiterte Atommodell zugrunde und nehmen an, 
dass sich dieses in einem homogenen elektrischen Stérungsfeld vom Potential 
v, befindet. Wenn wir die z-Achse des Koordinatensystems in die Richtung 
der elektrischen Feldstarke © legen und den Winkel zwischen der z-Achse 
und dem Ortsvektor r mit 3 bezeichnen, so ist 


v, = — Ez = — Ercos®#, (17) 


wo wir der Kiirze halber fiir || die Bezeichnung E einfihrten. 
Mit diesem Stérungspotential ergibt sich aus (10) 


% = 0 (18) 


und man erhalt somit fiir s 


co." ee (19) 


1 A 


*)2 
ae, 0 r| dr, 


W = Aan, Be (| Ear 
0 


F Ae ane | ¢ ofr’) 
= Sh CE | BAS Jy oe peer ui 
‘ 5 i fe | 3 | ? | V*(r) r| V*(r’) iad ar dr, (23) , A 
g < 8a 4 otis j ; Pp 

> ——+_ x 2 . ’ 
Ss Ka 27 ae | ye C4) aa 

2 Deals ; 


——— . 


Die in W; eingehende Grésse dV*/dr kann man in der Form 


, 
4 * 

; “ = ~= Nt a ai tne [or"ar (25) aa 
_——~- i 

schreiben, wo Z die Ordnungszahl des Atoms bezeichnet. 

j Die Stérungsenergie zweiter Ordnung fiir das Stérungspotential (17) 

ist mit der in (1) angegebenen Energie Ae ideutisch. Mit Riicksicht auf (2) 

_ erhalt man also fiir die Polarisierbarkeit a den Ausdruck 


. a= es " (26) 
. 2E° (Wie + Wet W poe W.) 


wo fir W,, W,, Wi, W, und W, die Ausdriicke (20)—(24) zu setzen sind, 
Aus dieser Formel wurde die Polarisierarbeit des freien Ar-Atoms mit 

der in einer vorangehenden Arbeit [4] ermittelten Elektronen- und Potential- 

- verteilung des mit der urspriinglichen Weizsickerschen Korrektion erweiterten 
_ statistischen Modells des Ar- Atoms berechnet ; das Resultat ist in der Tabelle 


1 angegeben. 
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4. Berechnung der Polarisierbarkeit fiir das mit der modifizierten Weizsacker- 
schen Korrektion erweiterte Modell 


Wenn man das durch die vom Verfasser entwickelte Modifikation der Weiz- 
siickerschen kinetischen Energiekorrektion erweiterte Modell zugrunde legt,4 
so besteht nach Abschnitt 2 der einzige Unterschied im Verhaltnis zu den 
Berechnungen des vorangehenden Abschvitts, dass man W,, durch We + Wy 
“gu ersetzen hat. Fiir diese letzteren beiden Gréssen ergibt sich mit dem Stérungs- 
potential (17) 


402 Qo” 
pt 5 J aie (27) 
MOE i a, 
0 
202 po 82 a 
== k? - 4, rt — oF 1 Gr. (28) 
; \| gl ys a7)! ya 


Fir die Polarisierbarkeit erhalt man jetzt den Ausdruck 


W 
LS . 
2E? (Wi+ Wi.4+W:+W,—W,) 


(29) 


Mit dieser Formel haben wir die Polarisierbarkeit der freien Atome Ne, Ar, 
Kr und X mit den in einer vorangehenden Arbeit [4] festgestellten Elektronen- 
und Potentialverteilungen der mit der modifizierten Weizsackerschen Korrek- 
tion erweiterten statistischen Modelle dieser Atome berechnet. Die Resultate 
sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. 

Zum Vergleich haben wir die Polarisierbarkeit des Ar-Atoms aus der 
rein statistisch hergeleiteten Formel (29) auch mit der Hartree-Fockschen 
Elektronenverteilung [5] des Ar-Atoms berechnet. Das Resultat ist eben- 
falls in der Tabelle 1 angegeben. 


5. Resultate 


Zum Vergleich der erhaltenen Resultate mit einander und mit den 
empirischen haben wir diese in der Tabelle 1 zusammengestellt. In der Zeile 
Nr. 4 unter dem Titel »Ohne kinetische Energiekorrektion berechnet« sind 
diejenigen Werte der Polarisierbarkeit angegeben, die in einer friiheren Arbeit 
[2] aus einem statistischen Modell hergeleitet wurden, das die kinetischen 
Energiekorrektionen nicht enthalt, in dem jedoch die Austausch- und Korre- 
lationskorrektion beriicksichtigt sind. In diesem Modell besitzt das Atom 
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einen endlichen Radius mit einem endlichen Wert der Elektronendichte am 
j Atomrand ; nae: Elektronendichte fallt also in diesem Modell am Atomrand 
von einem endlichen Wert diskontinuirlich auf den Wert Null ab. In der 
letzten Zeile der Tabelle sind die empirischen Werte der Polarisierbarkeit 
_ von Fajgans und Joos [6] angefiihrt. 


Sa 
4 
=, 


Tabelle 1 


: : 5 
_ Vergleich der auf verschiedenem Wege berechneten Polarisierbarkeit a mit der empiri- 
schen fiir die freien Edelgasatome Ne, Ar, Kr und X. a in 10-24 em? Ejinheiten. 


Ne Ar Kr x 
= 
1. Berechnet aus Formel (26) - 3,97 — — 
_ 2. Berechnet aus Formel (29) 2,30 2,48 2,89 3,10 
3. Berechnet mit der Hartree-Fockschen 
Verteilung aus Formel (29) — 1,66 _ — 
4, Ohne kinetische Energiekorrektion berechnet 2,01 2,88 4,00 4,61 
5. Empirische Werte 0,392 1,65 2,50 4,10 


Man sollte erwarten, dass die mit den kinetischen Energiekorrektionen 
erweiterten Modelle, die eine bis ins Unendliche auslaufende exponentiell 
abfallende Elektronenverteilung besitzen, fiir die Polarisierbarkeit zu bedeutend 
besseren Resultaten fiihren als das Modell, das diese Korrektionen nicht 
enthalt. Dies ist jedoch nur teilweise so. Denn wie aus einem Vergleich der 
Daten in den Zeilen Nr. 1 und 2 einerseits und den Daten der Zeile Nr. 4 
andererseits mit den empirischen Werten der Zeile Nr. 5 hervorgeht, zeigen 
in der Zeile Nr. 2 nur die fiir Ar und Kr angegebenen Polarisierbarkeiten eine 
bessere Ubereinstimmung mit den empirischen Werten als die in der Zeile 
Nr. 4 angegebenen Polarisierbarkeiten ; fiir Ne und X ist jedoch die Uber- 
einstimmung schlechter. Der fiir das leichte Ne-Atom auf statistischen Grund- 
lagen berechnete a-Wert ist weniger interessant, da fir leichte Atome das 
statistische Modell nur eine grobe Naherung gibt, zufolge dessen man fiir die 
Polarisierbarkeit, die eine von der Elektronenverteilung in den dusseren 
Gebieten des Atoms besonders empfindlich abhangige Grésse ist, nur sehr 
grobe Naherungswerte erwarten kann. Auf den ersten Blick hin ist es jedoch 
iiberraschend, dass der fir das X-Atom hier berechnete Wert von a (3,10-10" 2 
cm3) weniger gut mit dem empirischen Wert (4,10- 10-4 cm?) iibereinstimmt 
als der Wert (4,61 - 10-4 cm3), den man mit dem statistischen Modell erhalt, 
das die kinetischen Energiekorrektionen nicht enthalt und in dem die Elektronen- 
dichte bei einem endlichen Radius von einem endlichen Wert plétzlich auf 
Null abfallt. Man muss jedoch bei Beurteilung dieser Sachlage in Betracht 


108 P. GOMBAS 


ziehen, dass sich schon sehr kleine Anderungen im Verlauf der Elektronen- 
dichte in den dusseren Gebieten des Atoms im Wert der Polarisierbarkeit 


sehr stark bemerkbar machen kénnen. Man vgl. hierzu die Formeln (26) und 
(29), aus welchen hervorgeht, dass a zu W. proportional ist. In W, werden : 
[man vgl. (20)] zufolge des Faktors r4/V* im Integranden die ausseren Gebiete — 


des Atoms sehr stark betont, das im Ausdruck von a durch die zweite Potenz 


von W. noch verstarkt wird. Die verhaltnismassig schlechtere Ubereinstim- — 


S . 
mung des hier berechneten Wertes der Polarisierbarkeit des X-Atoms mit dem 


empirischen kann also schon durch eine ganz geringfiigige Abweichung des 
Verlaufes der Elektronendichte in den ausseren Gebieten des Atoms vom 
tatsichlichen Verlauf verursacht werden. 

Wenn man weiterhin den aus Formel (26) auf Grund des mit der ur- 
springlichen Weizsackerschen Korrektion erweiterten Modelis berechneten 
Wert der Polarisierbarkeit (3,97-10-24 cm’) mit dem aus Formel (29) auf 
Grund des mit der vom Verfasser entwickelten Modifikation der Weizsacker- 
schen Korrektion erweiterten Modells berechneten Wert (2,48-10-74 cm§), 
sowie mit dem empirischen Wert der Polarisierbarkeit (1,65-10~*4 cm’) 
vergleicht, so ist zu sehen, dass der erste Wert mit dem empirischen bedeutend 
schlechter iibereinstimmt als der zweite. Dies ist darauf zurickzufiihren, dass 
die Elektronenverteilung in dem mit der vom Verfasser modifizierten Weiz- 
sickerschen Korrektion erweiterten Modell mit der tatsachlichen Verteilung 
besser tbereinstimmt als die Elektronenverteilung in dem Modell, das mit 
der urspriinglichen Weizsickerschen Korrektion erweitert ist ; letztere erweist 
sich in den dusseren Gebieten des Atoms als zu gross, worauf schon des 
éfteren hingewiesen wurde [7]. ; 

All’ dies ist natirlich nur dann stichhaltig, wenn die auf statistischen 
Grundlagen hergeleitete Formel (29) fiir die Polarisierbarkeit eine gute 
Naherung darstellt, d. h. wenn die aus (29) mit einer genauen Elektronen- 
und Potentialverteilung berechneten Werte von a mit den empirischen Werten 
gut tbereinstimmen. Um dies feststellen zu kénnen haben wir aus (29) die 
Polarisierbarkeit fiir das Ar-Atom auch mit der zur Zeit genausten Verteilung, 
mit der Hartree-Fockschen wellenmechanischen Verteilung berechnet (man 
vgl. Zeile Nr. 3 der Tabelle 1) und wie aus der Tabelle 1 zu sehen ist, einen mit 
der Erfahrung ausgezeichnet tibereinstimmenden Wert erhalten. 


Um die Leistungsfihigkeit der Formel (29) zu priifen haben wir diese auf den in der 
statistischen Theorie extremen Fall des Wasserstoff- und Helium-Atoms mit nur einem Elek- 
tron, bzw. zwei Elektronen angewendet. Fiir sehr kleine Elektronenzahlen wird der Fermi- 
Amaldische Korrektionsfaktor (N—1)/N wesentlich, mit dem man W, bei kleinen Elektronen- 
zahlen zu multiplizieren hat und der in den weiter oben behandelten Fallen vernachlassigt 
werden konnte. Weiterhin sind in beiden Fallen die aus der Fermischen Energie resultierenden 
Gréssen Wj, und W{ gleich Null zu setzen, da sich sowohl beim H- als beim He-Atom im Grund- 
zustand die Elektronen im tiefsten Elektronenzustand (ls) befinden, also die Fermische 
Energie gar nicht in Erscheinung tritt [8] und die kinetische Energie allein — und zwar in 
diesen Fallen exakt — durch die Weizsaickersche Energie dargestellt wird. Die Grésse Wa, 
die aus der Austauschenergie des Elektronengases resultiert, ist jetzt ebenfalls gleich Null 


at Re 
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za setzen, da ein Elektronenaustausch in keinem der beiden Fill tande k 
_erhalt also aus (29) fiir die Polarisierbarkeit des H-Atoms et sie ee 


seis 

oe (30) 
und fiir die des He-Atoms 

a Ws 

g a I : (31) 
; 2K? ( Wi oe 5 W») 


: Fiir das H-Atom ergibt sich mit der exakten wellenmechanischen Verteilungsfunktion 
— @ = [29/(m a})] e 227/40 und mit V* = Ze/r nach einfacher Rechnung 


i 1 
% Fa = 6,25 a8 7 0,925 3 10-24 cm. (32) 


A) 
i) 
wn 

Cr) 


_ Die exakte wellenmechanische Berechnung fihrt zu folgendem Resultat [9] 


ig 4 1 ne 
a> ef a ayer = 4,5a3 Ze ss 0,666 Ze 10-4 cm3, (33) 


In Anbetracht dessen, dass unsere Formel (29), die der Formel (30) zu Grunde liegt, nur fiir 
grosse Elektronenzahlen Giiltigkeit hat, ist die Ubereinstimmung unseres Naherungsaus- 
druckes (32) mit dem exakten Ausdruck (33) sehr befriedigend zu nennen. Erstens ist namlich 
_ die Abhangigkeit von Z dieselbe wie im exakten Ausdruck und der Betrag des Naherungs- 
wertes von a ergibt sich nur um rund 40% grésser als der exakte Wert. 
Es sei noch bemerkt dass der empirische Wert von a fiir Wasserstoff 


Gemp = (0,6 + 0,2). 10-*4 em’ (34) 

betragt [10]. 
Fiir das He-Atom wurde die Berechnung yon a aus (31) mit der wellenmechanischen 
Hylleraasschen Verteilungsfunktion der ersten Naherung 9 = [2y3/(7a3)]e~?7"/%, wo y 


den Wert y = Z — ae hat, durchgefiihrt. Es ergibt sich 


a = 0,197.10-*4 em, (35) 


wahrend die experimentellen Werte von 


Gemp = 0,196 Z 10-74 em? bis Gemp = 0,216. 10-24 cm? (36) 


betragen [10] und die wellenmechanische Berechnung 


a = 0,206.10-74 cm$ (37) 
liefert [10]. Hier ist also die Ubereinstimmung ganz ausgezeichnet. 


Zusammenfassend lasst sich also aus den erhaltenen Resultaten, ins- 
besondere aus dem mit der Erfahrung ausgezeichnet iibereinstimmenden Wert, 
den wir fir das Ar-Atom aus (29) mit der Hartree-Fockschen Elektronen- und 
Potentialverteilung erhielten, feststellen, dass die Naherungsformel (29) fir 
die Polarisierbarkeiten sehr befriedigende Werte liefert. Allerdings ist es 
notwendig fur die in die Formel eingehende Elektronen- und Potential- 


verteilungen sehr genaue Verteilungen heranzuziehen. 
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BbIUMCJIEHHE MOJIAPH3YEMOCTEH I. 


CBOBOJHbIE ATOMbI 
MI. FOMBALI 


Pesrwme 


TlonaApusyemMocTb CBOOOAHbIX aTOMOB Ne, Ar, Kr  X aBrop ompefenseT B paMKaXx CTa- 
THCTHYeCKOH TEOpHH Ha OCHOBAHUM CTATHCTHYeCKOH TEOPHH BOSMYLIeCHHH, BLIBeAeHHOH ABTOPOM 
B OAHOH M3 NpesbIAyuMx paooT AIA CTATHCTHYeCKOH MOAeNM, AONOMHEHHOH HOBLIMU MOMmpaB- 
KaMH — MOMpaBKaMH kKMHeTHYeCKOH SHepruvH. Ha OCHOBaHHM AaHHOH TeOpun BOsMyleHHi 
Yas10OCb BbIBECTH [JIS MOMAPH3yemOocTH opMysy, He COep>KallyI0 HH 9MMMpNYeCKHX, HU 
NOMYIMMUpPHYeCKUX MapaMeTposB. BuiweqeHHble Ha OCHOBAHHU STOH PopMyNbI NOMApUsyemocTH 
aTomos Kr u X xopomo corsacyloTca Cc SMNMpHYeCKHMH 3HaYeHHAMM. B csryyae Oosee WerkKUx 
ATOMOB OpMy1a, COrMacHO OKHAAHHAM, TaeT 3aBbILIEHHbIe 3HAYeHUA MOJApPHSyemMocTH. MuTe- 
peCHO OTMeTHTb, 4TO MOMYYeHHbIe 10 JaHHOH POpMye 3HAYeHHA MOJAPUsyeMOCTH HM B CTyyae 
JlePKHX H CaMbIX Jl€PKUX ATOMOB 3AMeYaTEJIDHO COPaCyOTCA C ONBITOM, CCIM B POPMYY BMCCTO 


CTATHCTHYeCKOHM MIOTHOCTH Si€KTPOHOB MOACcTaBsAeTCA OOnee TOUHAA KBAHTOBOMexXaHHyeckan 
MIJIOTHOCTh, HAaNIpUMep, MIOTHOCTh 10 NapTpH—Moky. 


P. Gomis, Ann. d. Phys., (6) 18, 1, 1956 ; sowie Artikel von P. GomsAs in S. Friccrs 
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KPATKHE COOBINEHHA — BRIEF REPORTS — 
KURZE MITTEILUNGEN 


A METHOD FOR MEASURING THE DYNAMIC 


VISCOSITY AND DYNAMIC RIGIDITY OF VISCO-ELASTIC 


LIQUIDS II 
By 
Aut ABDEL-KERIM IBRAuIM (Pu. D.) 
PHYSICS DEPARTMENT, FACULTY OF SCIENCE, THE UNIVERSITY, ALEXANDRIA, EGYPT. 


(Received: 9. V. 1958) 
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The theory 


According to the ABDEL-KERIM IBRAHIM theory of the oscillating cylinder 
viscometer [1], we have, 


Pa | D2 
ee A ea Te : 
ee Sere 0) 


where y is the ratio of the displacement of the inner cylinder to that of the 


outer cylinder. 
ec each ema 
ts | ais 3 


+ BE, 


8R2 2 8R2 2 
R= (b + a)/2, 
geth-- o)/2. 


b being the inner radius of the outer cylinder, 
aw? No 


N2 + w? 7? o? : 


2 


ra 


E = | exp 2cd 0 exp — 2cd | + 
| cos 2Dd cos 2Dd cos 2Dd | 
3 | 
"oY — —ce+y'oyY | 
ja ya OR | 
| exp 2ced 0 exp — 2cd | 
sin 2Dd sin 2Dd sin 2Dd | 
| — y' ox —D vy’ Wx | 
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M =| exp 2cd 0 exp —2ed |+ 

cos 2Dd cos 2Dd cos 2Dd 
D y’ wx —D 
exp 2cd 0 exp — 2cd | 
sin 2Dd cos 2Dd sin 2Dd 

3 3 
eS See an" yoy | 
oR ee i Py as tala 

te x ° Potaas: 3, - : 
ie +b eal +b 
a) | @ 
? Iw? —t 
fs 


— | 
2 zLa? w? 


I being the moment of inertia of the inner cylinder about the principal axis, 


t is the restoring constant of the suspension wire and L is the length of immer- 
sion of the inner cylinder. 


Viscosity and rigidity determination 


Equation (1) is the relationship between the measured quantity y and 
the desired quantities N/m and 7p. 

Since cos 2Dd, sin 2Dd, exp 2Cd, exp —2Cd involve these, therefore 
equation (1) is neither a direct nor a simple relation. 


Now, by applying the ABDEL-KERIM IBRAHIM relation [2] : 


N/w si A, — A, 


z (2) 
"Np 1+ w*dy Ay 


where A, and 4, are the two relaxation times, and introducing a dimensionless 


parameter defined by 


/2 Ba=z 
the previous equations become 
a2 =a Aide ae 
1+ wd, A, \a 
- A, — ry Zi\2 1h 
ree we 
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; ee 

x sae 
a? wo 
thus equation (1) becomes 


fe 


3 y = Q ae (a, A Ag, z, 0, a, d, R), 


i. e. an equation which does not depend on yp and Njo. 


, Results 


; OLpRoyD et al [4] have carried out precise measurements on a mixture 
of poly(methyl methacrylate) and pyridine at various frequencies. 

5 The full line in the Figure shows their results, i. e. the variation of yp 
versus n for this respective liquid. The dotted line in the Figure represents 
the dimensionless parameter curve. 


ee 10 15 20 BS) 
DM) 


It appears from the Figure that the dimensionless parameter curve 
intersects the experimental curve at a certain point, i. e. frequency n, hence, 
by substituting the value of n, obtained and the value of Z chosen in equation 
(2) and the following equation 


= (3) 


the values of np and N/o can be determined. 


8 Acta Physica X/1. 
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The following Table provides the results obtained for the liquid studied. 


nD Njo 


from exp. 2 | from a paper from exp. : from a paper 


10,3 2,237 i 1,37 = 
10 ams 2,13 Do 1,29 


From the Table it appears that this method is quite convenient and 
more accurate than previous methods [3] because approximation occurs only 
at the beginning in the original equation. 
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A SIMPLE METHOD FOR INCREASING THE SENSITIVITY 


OF A MICROWAVE PARAMAGNETIC RESONANCE 
SPECTROMETER 


By 
P. Hepvice 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 


(Received: 3. VI. 1958) 


It is shown by BuEaney [1] et al., that the signal-to-noise ratio of a 
microwave paramagnetic resonance spectrometer is proportional to 


Pula} (1) 
' W, (NkT Af) *? 


where N is the noise factor, P; the incident microwave power, kT the thermal 
energy, Af the bandwith of the detecting system and W, the microwave 
power absorbed by the sample. W, is given by 


1 
W.=— 0d HR, 


where H, is the microwave field amplitude at the sample, @ the microwave 
frequency and y! the imaginary component of the paramagnetic suscep- 
tibility of the sample. 
: . : a Oe 

The power W, absorbed in the cavity walls is equal to on meee dV, 
where Q, is the Q factor of the cavity and H the microwave field which varies 
inside the cavity. 

The microwave field amplitude H, usually equals the field amplitude 
H, at the sample. In this case the signal-to-noise ratio depends only on the 
incident power P;, and not directly on the amplitude of the microwave mag- 
netic field. But when one chooses a resonant cavity partially filled with a 
material of high dielectric constant and low loss, H, and H, will differ. 

Choosing a quarter-wavelength “resonant” dielectric sheet and rectan- 
gular cavity resonator the H, at the bottom end of the sheet may be several 


times greater than H,. 


1B. BLEANEY and K. W. H. Stevens, Rep. Progr. Phys., 16, 107, 1953. 
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In this case the signal-to-noise ratio will be proportional to 


ny ss Ht 
(NkT Af?” [HedV, + (Hav, ’ 
vy 2 


where H’ is the magnetic field inside the dielectric sheet, V, the volume of — 
the sheet, V, the volume of the empty part of the cavity. 


The low-loss dielectric sheet causes a small decrease of the Q factor and 


H 2 
a remarkable increase of the factor .In this way it ts possible to increase 
0 

the signal-to-noise ratio of a paramagnetic resonance spectrometer without increasing 


the incident power Pj. 
The ratio of the sensitivities with and without the resonant sheet may 
be written in the following form : 


: jee dV,+ ja” dV, 


Sensitivity ratio = 


° 


Q | H, 
H, | (SH? dV 
y 


0 


where V is the volume of the empty cavity. As our computations show, the 


: 
factor a ~~ €(the dielectric constant of the resonant sheet), the factor 
0) 

containing the integrals is equal to 0,93. The decrease of the Q value of the 
cavity in our experiments appeared to be very small when using a low-loss 
resonant quartz sheet. Thus the sensitivity may be increased theoretically 
by a factor of about 5, if ¢ = 6 and the decrease of the Q value does not 
exceed 10%. The experiments showed a sensitivity increase of about 4,5. 

The measurements were carried out by using a bridge balanced para- 
magnetic resonance spectrometer at 3 cm wavelength. A rectangular waveguide 
section served as a TE), cavity resonator energized by a small coupling hole. 


We wish to express our thanks to I. Vinnay (Department of Atomic 
Physics, Eétvés University, Budapest) for carrying out some of the com- 
putations, 
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_ THE ROTATIONAL ANALYSIS OF THE BANDS (2,5) AND 


(2,6) IN THE »y BAND SYSTEM OF THE NO MOLECULE 


By 
Epiru KoczkAds 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, DEPARTMENT FOR SPECTROSCOPY, BUDAPEST 


(Received: 4. VII. 1958) 


In a recent paper I. DEEzsI completing the work of R.Scumrp and L.GER6, 
published the rotational analysis of sixteen y bands of the molecule NO [1]. 
In her paper it became apparent that there still remain some questions in 
connection with the existence, respectively the place of predissociations in the 
spectra of NO. Therefore it seems to be worth while to carry out as many 
rotational analyses of the NO bands as possible up to the highest possible 
quantum numbers. 

I have carried out rotational analyses on the bands (2,5) and (2,6) of 
the y band system in the NO molecule. The rotational analysis of the band 
(2,6) had already been attempted by M.Ocawa [2], but he gives only four bran- 
ches instead of six and these also only up to the quantum number 21. In 
some places this analysis had to be modified. 

I carried out the analysis of the band (2,6) using the photograph made 
by Scumip and GeEr6 in 1943 [1]. It seems that they did not intend to inves- 
tigate this relatively weak band. The spectrum of the band (2,5) was put at 
my disposal by Dr. T. MArrat. This band had been photographed in a Geissler 
discharge produced through NO gas at reduced pressure. The reciprocal 
dispersion was 0,65 A/mm. 

The Table contains the wave numbers of the spectral lines of the analysed 
bands. The data marked by « are those which are contained also in OGAWA’s 
analysis. There are, however, some minor differences in the common part 
of the analysis, e. g. Ocawa has assigned in the branch Q, to the quantum 
numbers J=J/,, 21/,, 31/, and in R, for J = 31/5, 4/2, 51/,, 67/2 lines 
of other wave number. The correctness of my assignement is proved also 
by the better agreement of the combination differences. 

The rotational constants calculated on the basis of the present analysis 
support the data published by I. Dr£zsI. 

The author is indebted to the late Dr. I. Defzsi for having called 
her attention to this problem and for many interesting discussions as well 
and to Dr. T. MArrat for putting the photo-plate of the (2,5) band at her 


disposal. 
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(2,5) Band of the NO y Band System 
Ce P, Q, 

—_ = 39749,77 
ee gs 751,22 
pa = 753,26 
ae — 755,89 
=e —_ 759,51 
39715,36 = 763,81 
727,75 = 768,62 
740,24 — 774,30 
753,26 aa 780,50 
766,89 — 787,61 
781,45 = 795,44 
796,48 a= 803,97 
812,42 39755,03 813,16 
828,88 761,14 823,17 
845,93 767,64 833,85 
863,69 715,42 844,88 
881,84 783,38 857,21 
900,62 792,52 870,04 
920,63 801,95 883,49 
940,74 812,42 897,71 
961,73 823,17 912,68 
983,23 835,16 928,22 
40005,52 847,69 944,54 
028,26 860,91 961,73 
052,66 875,01 979,39 
076,25 889,41 997,75 
100,75 904,84 40016,87 
126,57 920,63 037,06 
152,32 937,82 057,19 
179,35 954,86 078,56 
206,54 973,25 100,75 
235,08 aad 123,10 
263,61 = 146,39 
293,20 — 170,40 
322,58 == 195,61 
= Be 220,61 
== aa 246,44 
= = 213,99 


Ps Q. 
— 39684,50 
39650,63 693,55 
655,90 702,79 
661,98 md 2a 
668,70 723,27 
676,10 734,54 
684,50 746,39 
692,79 758,92 
702,10 771,99 
712,06 786,09 
122,57 800,14 
733,81 814,94 
745,72 831,17 
757,83 847,69 
TUE 864,68 
785,16 882,42 
800,14 900,62 
814,94 919,93 
831,17 939,46 
847,69 959,74 
864,68 980,78 
882,42 40002,25 
900,62 024,96 
919,93 047,94 
939,46 071,72 
959,74 095,75 
981,44 120,92 
40003,42 146,39 
025,67 172,42 
048,89 199,69 
072,73 228,01 
097,31 255,69 
122,20 284,31 
148,66 313,69 


39761,14 & 
165,67 @ 
710,74 
716,55 
783,38 
790,64 
798,76 
807,44 
817,18 
827,45 
838,37 
850,12 
862,44 
875,84 
889,41 
904,20 
919,08 
935,11 
951,83 
969,21 
987,23 

40005,52 
025,67 
045,72 
066,66 
088,22 
110,52 
133,43 
157,08 
181,51 
206,54 
232,20 
258,90 
285,93 
313,69 
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37897,62* 
900,06* 
| 903,64* 
* 907,15* 
911,56* 
916,71* 
922,50* 
s 929,01* 
; 936,09* 
944,14* 
952,62* 
961,87* 
; 971,75* 
982,36* | 
993,64* 
38005,61 
018,32 
031,65 
045,69 
060,56 
075,87 
091,79 
108,67 
126,40 
144,77 
163,54 
183,22 
203,67 
224,69 
246,44 
268,94 
292,10 
315,99 
340,37 
365,69 
391,90 
418,48 
445,77 
473,76 
502,64 
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(2,6) Band of the NO y Band System 


Qs 


37902,45 
906,11 
910,41 
915,36* 
921,25* 
927,43* 
934,53* 
942,15* 
950,67* 
959,67* 
969,21* 
979,65* 
990,66* 

38002,40 
014,92* 
028,09* 
041,82* 
056,32* 
071,42* 
087,31* 
103,82 
121,20 
138,91 
157,73 
176,83 
196,93 
217,62 
239,02 


261,10 
284,01 


307,36 
331,34 
356,40 
381,96 
408,05 
435,11 
463,02 
491,64 


R, 


37948,24 
958,72 
969,21 
980,98 
993,64 

38006,23 
019,89 
033,92 
048,89 
064,48 
081,24. 
097,87 
115,83 
134,01 
153,03 
172,97 
193,11 
213,98 
236,01 
258,28 
281,72 
305,48 
330,03 
354,93 
381,11 
407,74 
434,69 
463,02 
491,64 
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P, Q R, 
= 38013,00 = 
— 013,00* = 
= 013,68 38029,41 
= 014,92* 034,79 
= 017,27* 040,84 
= 020,57* 047,74 | 
37996,99 024,27* 055,19* 
997,68 028,54* 063,35* 
998,92 033,92* 072,87* 
38000,92 039,95* 082,87* 
003,89 046,63* 093,38* 
007,52 054,10* 105,03* 
011,90 062,29* 117,05* 
017,27 071,42* 130,09* 
023,07 081,24* 143,73* 
029,41 091,79* 157,73* 
037,13 102,93* 172,97* 
045,36 114,98* 189,05* 
054,10 127,84* 205,79* 
063,85 141,37* 223,15 
074,17 155,41* 241,20 
085,25 170,61* 260,03 
097,27 186,34 279,52 
109,79 20291 300,15 
123,16 219,97 321,17 
137,19 237,88 342,97 
152,21 256,71 365,69 
167,69 276,11 388,62 
184,02 296,32 412,90 
201,40 317,11 437,68 
218,94 338,28 463,02 
237,88 361,21 489,05 
256,71 384,28 — 
276,79 408,05 -— 
297,66 432,65 — 
319,29 458,16 — 
341,43 484,07 = 
364,35 ~ -- 
388,14 — — 
412,90 — —_ 
437,68 — — 
463,47 — — 
490,20 -- = 
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CONNECTION BETWEEN THE ISOROTATOR MODEL OF 


THE HOT PARTICLES AND THE D’ESPAGNAT-PRENTKI 
THEORY* 


By 
G. Pécsik 
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST 


(Received: 27. IX. 1958) 


This paper deals with the connection between the screw model of the 
hot particles in isobaric spin space [1] and the D’EspacNat-PRENTKI theory [2]. 

The latter says nothing about the rest mass of the elementary particle, 
while Rayski’s theory leads in a very simple way to the mass quantization — 
though there are some arbitrary features in his model. 

It seems expedient to combine the positive properties of these theories. 
Raysk1, however, provides the field quantity of the isorotator with two 
isospin indices corresponding to the isobaric spins of the two points. 

Fortunately, it can be shown that the eigenfunctions of the mass operator 
with respect to the rotations and inversions in isobaric spin space (u-space) 
transform as the D’EspaGNat-PRENTKI’s field quantities. This means a 
close connection between the two theories. 

In the proof we shall make use of the fact that the mass eigenequation 
must be covariant with respect to the rotations and inversions in u-space, 


which is very natural from the physical point of view. 


1. Considerations for integer isobaric spins. The eigenfunction ¥ (u) 
describing isotopic singlet (triplet) states which has one (three) component 


satisfies the equation 


(A (u) — m) ¥ (u) =— (A — M?(u) —m) ¥ (uv) =9, 
where 
A=—pi=— €2/du,; du; (1 =1,2,3), v= (u,u,), 


u; 


beget alte 


: 
2i 


m = m?, m/l, 


M (u) = 


furthermore, m is the mass of the particle and | is an elementary length. 


* This letter is the summary of the author’s lecture, which was delivered at the Elemen- 


tary Particle Colloquium, Balatonvildgos (1958). 
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ren us consider the continuous group R of the rotations in u-space and — 
the induced operator P (r) corresponding to the element r€R. Then it is { 
obvious that : 
> 


P(r) (A(u) — mm) ¥ (u) = (A (u) — m) P(r) ¥ (u) = 0. 


Consequently, the eigenfunction Py belongs to m too, namely, there is a 
matrix D (r) so that for the transformed wave function 


W’ (u) = D (r) © (u). 


From group theoretical considerations follows that D (r) is the repre- 
sentation of r in the subspace spanned by y; (u) -s of the L? -space [3]. 

For isotopic singlets D (r) is equal to one and yp (u) 3 is a scalar. 

For isotopic triplets the eigenfunction 


os (GY, + = 
Y (uy = ba 
1/V 2, — ¥2), 


belonging to m transforms as a vector. (We have used the following rule: 
Y+rY>D-IrsD’.) 


It is also clear that the possible isoparity equals +1. 


~ 


2, Considerations for half integer isospins. In this case we start from 
the equation 


(o(u) 6; 7 — M (u))  (u) =0, 
where we used the following abbreviations : 
o(u) =o,u;u, M (ul) =iM—m,iM — m1 


and o, denotes the Pauli matrix. 

Now, we shall show that y (u) is transformed as a 2-spinor with respect 
to the spinor-group Sz. Owing to the isomorphy of the Sp and R it is sufficient 
to study the behaviour of y (u) with respect to R. 

Let us perform the real, orthogonal transformation U; = Ain Uz. We 
want to produce the transformed wave function of the original one with the 


CONNECTION BETWEEN THE ISOROTATOR MODEL OF THE HOT PARTICLES VAR} 


id of the 2 x 2 non-singular matrix T - T can be determined unambiguously. 
Namely, the necessary condition for the above mentioned covariance is 


J 


3 a 2 

3 OF t = Uy, 7; Os, 
then Dae = 

hence for infinitesimal rotations a); = 0 + &j, 


. 
4 
Zs 
; 
J 


[o,,V] =e,;0; (T=1+V ,e;= — &). 
Finally, we get 


. 
- 


| OY =P" (u’) — ¥ (u) =~ > 2,0, ¥ (u). 


t 
' 2 dail; 


(cyc]. perm.) 


It is easy to see that the possible isoparity of y (u) equals +i (spinor 
of the Ist kind) while for the charge conjugated fields it equals Fi (spinor 
of the 2nd kind). 

Consequently, the isobaric spin of the ‘‘outer” point agrees with that 
of the “‘rest’”’ point. Now, as regards the model, it can be seen that it is unne- 
cessary to provide both points with isobaric spins, because only one of them 
plays any role in the theory. 

The enlargement of D’Espacnat-PRENTKI’s theory consists in the 
following : 1., the u-space occurs also in the field quantities 2., these are the 
eigenfunctions of the mass operator too. Only in this way it becomes clear 
for what elementary particles and for what masses U is realized. According 
to this model, only one unknown elementary particle is existing and this is 
a charge singlet, isoscalar meson of the mass m,. 
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In a ‘preceding paper [1] the first and second order density matrices 
have been given for the case of a wave function built up from orthogonal 
two-electron orbitals. In general, if the two-electron orbitals are non-ortho- 
gonal to each other the expressions of the density matrices will be very compli- 
cated. 

Let N be the number of the electrons (N: even number), then the 
function @ satisfying the Pauli principle has the following form : 


® =C > (— 1) Py, (1/2) ys (3/4)... Yy (NV — IN). 


Here C is a normalization factor, whereas P signifies those permutation 
operators by which the electrons are interchanged between the individual 


! 
> different P-s), the pil A) -s 


two-electron orbitals (in this case there are 
are normalized antisymmetric two-electron orbitals: 
y; (x|A) = — ; (A\x). 


(Of course in the arguments of the orbitals y;(x/A) also the spin coordinates 
are involved.) 
If none of the y;-s is orthogonal to the y;-s an integral of the type 


| o* O Ddt 
N!)? 


(O is some operator) consists of ante terms (as a matter of course among 
these there are also equal ones). Therefore in order to simplify the treatment 
in the computation of the integrals 
{ ®* (123, ..N) ®(123...N) dt, dt, dt3...dty = 1, 
N§ ®* (123. ..N) © (123...N)dtzdt. ..dty = F (17), 
eye (1’2’3...N)®(123...N)dt3...dty = (16212); 
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only those terms are taken as different from zero which contain only one 


‘“non-orthogonality” integral of the form : 
§ vtela) (Ap) de, = Ay (*iA) #0, (i-#j)- 
Consequently of course ; 
(vICdd) yj (dayde,dr,=0, if ij. . 
For simplicity’s sake let us introduce the following denotations 
J vt (ou) vj (Alu) dt, = S; (#4) = S7(A%), 
JS; (x|m) Sj (uA) dt, = Si; (#4) = Shi (4%), 
JS: (ald) S; (|) de, = Sp (#4) = SH (Al. 
Finally, let ‘4 be such a permutation operator which, when applying it to 
f(1’2'\12), gives the following expression : : 
Af (1’ 2"\12) = f (1 2’|12) —f (2’ 1’|12) + f (2’ 1’\21) — f (1 2/21). 
With these denotations the density matrices will be 
ri) =2 F801) —4 ¥ (80) + 50D). (1) 
= (1 2/12) = Yh A’ ws 2) +25 4[S,(V'1) $,2"2)] — 
—2.¥§ [wr('24) we S, O42) — vE C12) wr(2) 8, C41) + 
+ vi (L"x) y; (1/2) S; (2’\%) — yi 2’) y; (1/2) S; (V'%) + 
+ VF (L"|2") pj (Li) S; (2) — yi (1')2’) yy (2'%) Si (% 1) + (2) 
+ vy (1x) pj (12) S; 2") — YF (2) y; (1/2) S; (1'\)] dt, — 
— 4.» A[S, (1) 8, (22) + $y (12) Sy (212) + Sue (11) S,(2")2) + 
+ Sxi (11) Sj (2"12) +S; (1"|1) Si, (2"|2) + S$; (11) S,; (2"/2)]- 


anti cae ee orbitals y; (A) are orthogonal to each other: 
Ai \%|4) = UV an ij (x, ) = 0 for any pair i, j. Then we get back the density 


matrices given in [1]. 


Portn, (1|1) = 23'S; (1'|) (3) 
DSrth (I! 2’/12) = Swe 1/2’) y; (1]2) + 
AP 22'S; (1"/1) Sj (2"|2) — S; (2"|1) S; (1'\2) + S; (2'/2) $,(1’)1) — (4) 


— S; (1'|2) 8; (2"1)]». 


1) It should be, however, noted, that i i 
oie ‘ 3 > d, in [1] in the second part of the expressi f 
Membres ae first and the third as well as the second and the fourth term a Pedaced 
ee nowt cee age - (1’2’|12) is not hermitian and antisymmetric (see [2]). 
since, ever, tl erator M7 1s hermitian and symmetric the i i i 
1S correct and is in agreement with the exfrcniae COE in [3]. Memb three 
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p Splitting up the Hamilton operator in the general way 
4 

; N N 
H=H(0)+YH()+ YH), | 

} i=1 ES | 

3 


g with the density matrices (1) and (2) we obtain the following energy expression 


_ (considering that H(i2) = ae is a multiplying operator) : 
7 12 


E=H(0)+2{H() {2 Sy 2 2 |S (1’\1) + S,,(1]1)]$ de, + 
+ J (12) {¥ vt(12) v, (1/2) + 43 [S, (iN) 8,22) — 8, (12) $, 21] — 
e 4 Sz, [vF (1/2) y; (Lx) S; (#|2) + yF (lx) ; (1/2) S; (2|”) + 


+ yf (1|2) yy (1\%) S, (4/2) + vF(1\x) v, (1/2) S; (2))] dee — 
— 8 [S,;(1[1) S, @2) — S, (12) S, @1) + 8, (11) S, 212) — 


P 


— $;; (12) S, (2/1) + Six (1/1) S;(2)2) — Sy (112) S) (2/1) + Sp (12) 8, 22) — 
— Sy; (1]2) 8, (2|8) S; (1/1) Sp (212) — S; (112) Sp (2|1) +S, (HID) Sy 2I2) — 
— S$; (12) Si; (2/1) ]$ dr, dt, 


This energy expression cannot be interpreted so clearly as in case of 
orthogonal two-electron orbitals. The non-orthogonal two-electron orbitals 
cannot be identified with isolated bonds. 

A more general case of the non-orthogonal two-electron orbitals will 


be investigated in a later paper. 
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DISKUSSION DES ZEITLICHEN VERLAUFES 
VON THERMODYNAMISCHEN PROZESSEN 


Von 


Gy. FAy und GABRIELLE TABORI 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F, Novobdtzky. — Eingegangen 20. III. 1958) 


Die Lésung der Bewegungsgleichungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse 
wird im Falle von verschiedenen Anfangsbedingungen diskutiert. Der von F&NYES nach- 
gewiesene sogenannte »Zeichenwechseleffekt« der thermodynamischen Krafte wird quantitativ 
berechnet.' Weiterhin wird die Veranschaulichung des Verhaltnisses der thermodynamischen 
Bewegungsgleichung und des Prinzips von LE CHATELIER-BRAUN besprochen. 


In seiner letzten Arbeit befasste sich FENYEs! mit der Integration? der 
Bewegungsgleichung der Thermodynamik. Das Ziel der vorliegenden Arbeit 
ist die Diskussion der dort angegebenen Lésungsfunktionen. In Zusammen- 
hang damit weisen wir das Auftreten einiger solcher Erscheinungen nach, 
die bis jetzt nicht bekannt waren. 

Die wichtigsten Funktionen der Thermodynamik, deren Verlauf wir 
untersuchen wollen, geniigen formal Differentialgleichungen von identischem 
Typus. Die in Rede stehenden Funktionen sind die allgemeinen Krafte der 
Gleichgewichtsextensitatsparameter a und der allgemeine Strom J. 

Die allgemeinen Krafte und Stréme sind 


X = — ga; ey = LX; 
wegen der Onsagerschen Interpretation sind die auf X, a, J beziiglichen 
Gleichungen 
a= — Lga, (1) 
J=—LgJ. 


Zweckmiissig wird die erste von diesen, welche sich auf die allgemeinen Krafte 
bezieht, die Bewegungsgleichung der Thermodynamik genannt. Bei der Aus- 
wertung unserer Diskussion werden wir auch von den aueemomen Kraften 
sprechen, da diese in Verbindung mit der Differenz der Intensitatsparameter 


eine ziemlich anschauliche Bedeutung haben. 


1Siehe: I. F&NyES: Erganzungen zur axiomatischen Begriindung der Thermodynamik 


II. Acta Phys. Hung., im Druck. 
2 Wir gebrauchen die iibliche * 
Groot: Thermodynamics of Irreversible Processes, 


Terminologie und Bezeichnungen. Siehe z. B. S. R DE 
Amsterdam, 1952. 


1 Acta Physica X/2. 
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Wir nehmen an, dass g und L symmetrische Matrizen von positiv definiten 
Formen sind. } 

Die Gleichungsdreiheit (1) kann allgemein wie folgt aufgeschrieben 
werden : 


x= AX, ee 


wo X eine jede aus allgemeinen Kraften, aus Gleichgewichtsintensitatspara-_ 
metern oder aus Strémen gebildete Saulenmatrize bedeuten kann. 

A ist eine positiv definite (jedoch im allgemeinen nicht symmetrische) 
Matrize.? 


Die Lésung von (2) ist bekanntlich 
X(t) = X(0)e"™. 


Um die VerhAltnisse iiberblicken zu kénnen, beschranken wir uns im weiteren 
auf den Fall von zwei Variablen. In solchen Fallen kénnen die allgemeinen 
Krafte z. B. mit Druck- und Temperaturdifferenz proportionale Gréssen 
bedeuten, auf ein in eine Umgebung unendlicher Ausdehnung (Reservoir) 
gebettetes System bezogen zwischen den jeweiligen und den Gleichgewichts- 
werten. Bedeutet naimlich p den Druck und T die absolute Temperatur, so 
wird z. B. (den Gleichgewichtswert mit dem Index 0 bezeichnend) 


i Le AT 


xX, — FY : 
pea ge T? 


> 


Xe ne eee 
Te. T 2 ee 


0 
wo wir im Nenner die itibliche Naherung T = T, anwendeten. 


Die Lésung kann im Falle von zwei Variablen in der Form aufgeschrieben 
werden : 


X, = a, e™ 4b, e*", 


3 
D.& = ay emt + b, eft ‘ ( ) 


wo X, und X, die Elemente der in (2) vorkommenden Sdulenmatrize sind, 
t ist die Zeit und /,, A, die zwei Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


Rani Ge ve 


Infolge der positiven Definitét von A (— A ist negativ definit) ist 


Apso; Ag <0 (4) 


A wa : F ; 
A kann offensichtlich dann und nur dann symmetrisch sein, wenn g und L vertauschbar 
sind. Das kann aber nur ausnahmsweise vorkommen. 
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und bei geeigneter Wahl des Indexes 


: Ay > Ay. (5) 
_ Es ist aus (3) ersichtlich, dass die Gréssen X,, X, in der Form 
: f (0) = ac + be! (6) 


- zusammenfassbar sind, wo a und b geeignet gewahlte Zahlen sind. 
Bei der Untersuchung aller wichtigen thermodynamischen Funktionen 
genugt es also, sich mit der Formel (6) zu befassen. In dieser ist natiirlich der 
__ Anfangswert 


f(0)=a+b 


als gegeben zu betrachten. 
Beschaftigen wir uns mit dem Fall, wenn 


a+b>0 (7) 
und dabei 
eae, b>0. (8) 


Es sei beziiglich dieser Falle untersucht bei welchem Wert die Funktion f (#) 
einen Nullpunkt, eine Extremwertstelle und einen Inflexionspunkt hat. 
Weiterhin was fiir ein Vorzeichen die Funktion hat und ob sie monoton und 
konvex oder konkav ist. Bezeichnen wir die Nullstelle mit t, (f (t,) = 0), die 
Extremwertstelle mit t, (f’(t,) = 0, f’’(t,) + 0) und die Inflexionsstelle mit 
ty (f"(t2) = 0). Es ist aus (5) ersichtlich 


1 a 1 a Age 1 a fal 


ff = lo et he -log : 
ee ee A, Feaaig iemsSer ey 


jedoch laut (7), (8), (4) und (5) 


a A 
ke Pa = 1 
b . i A 


Lar 2 


0< 


der Logarithmus hat also Sinn und 
OR 15 << 1,.. 


Auf Grund der Vorzeichenverhiltnisse von f(t), f(é) und f’(t) kénnen wir 


aussagen, dass 


1* 


~~ s ©. 
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Im Interval (0,%) f(t) positiv, | 
’ 
‘ 


(t), ©) negativ, 

(0, t,) monoton abnimmt, 

(t7,603) monoton zunimmt, | 
(0. t) konvex ist, | 
(ty, CO) konkavy ist. } 


Dabei ist ihre Asymptote die Abszissenachse. Dementsprechend ist der Verlauf — 
der Funktion graphisch (qualitativ) dargestellt (Abb. 1). (Ist f (0) < 0, © 


Abb. 1 


so wird die Kurve das auf die t-Achse beziigliche Spiegelbild jener von Abbil- 
dung | sein.) 
Stellen wir nun X, und X, in einem gemeinsamen Koordinatensystem 


dar. Die drei wichtigsten von den Anfangswerten abhangigen Typen sind aus 
Abb, 2a b, ¢ ersichtlich. 


Abb. 2a. Die Anfangswerte Abb. 2b. Die Anfangswerte Abb. 2c. Der eine 
haben verschiedene haben identische Anfangswert ist Null 
Vorzeichen Vorzeichen 


Aus der Integration der Bewegungsgleichung und der Untersuchung des 
Verlaufes der Kurven kann folgendes festgestellt werden. 

a) Es tritt Zeichenwechsel der allgemeinen Krafte auf. (Im Falle von 
Temperatur- und Druckunterschiedsausgleich zwischen einem in eine Umge- 
bung unendlicher Ausdehnung gebetteten System und _ seiner Umgebung.) 
Fir die klassische Thermodynamik bedeutet das die Erscheinung eines bisher 
unbekannten Effektes.4 


4Vel. Fussnote 1 
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b) Obzwar die klassische Thermodynamik nur iiber die exponentielle 
_Abnahme der Ausgleichung der Intensititsparameter Kunde zu geben pflegt 
_ (Abkihlungsgesetz) ist der Zeichenwechsel jedoch in der traditionellen Thermo- 
dynamik inbegriffen. Der Effekt ist nimlich mathematisch die Folge dessen, 
dass die Matrix gL nicht diagonal ist. Das trifft jedoch auch dann ein, wenn 
L als diagonal angenommen wird, da g nicht diagonal ist. 

c) Nach dem Prinzip von Le CHATELIER-BRAUN wird durch Stéren der 
Homogenitat irgendeines Intensitatsparameters eines Gleichgewichtssystems, 
der das Einstellen des Gleichgewichtes hervorrufende Ausgleichprozess gerade 
in den urspriinglich nicht perturbierten Intensitatsparametern eine Inhomogeni- 
tat verursachen. In der Abb. 2c ist die induzierende Wirkung der allgemeinen 
Krafte tatsachlich dargestellt (diese zeigt den Fall L,, = L,, = 0 quali- 
tativ). 

Es sei bemerkt, dass der Effekt des Zeichenwechsels wahrscheinlich sehr 
schwach ist. (Die Matrizen g und L sind von solcher Struktur, dass f.,, 
im allgemeinen sehr klein ist.) Es kann dieser Tatsache zugeschrieben werden, 
dass — unserer Kenntnis nach — bisher eine solche Erscheinung nicht beobach- 
tet wurde. Unserer Meinung nach hat dieser Effekt aufzutreten. Wirden je- 
doch Messungen diese Tatsache widerlegen, ware es auch lehrreich, da dies 
namlich die Diagonalitat von gL bedeuten miisste, da g und L symmetrisch 
sind, hat zwischen g und L eine Relation von der Form L = cg-1= g-1e 
zu existieren und so ist c ein Skalar. Dieser Zusammenhang ist jedoch bestimmt 
nicht allgemein giiltig. 

e) Was den Fall von mehreren Variablen anbelangt, so kann nachgewie- 
sen werden, dass im Falle von n Intensitatsparametern die Zahl der Zeichen- 
wechsel der Krafte (von den Anfangswerten und der Form von gl abhangig) 
maximal n—l1 sein kann. 

Zum Schluss sprechen wir dem Herrn Universitatsdozenten J. FENYEs 
unseren Dank dafiir aus, dass er unsere Aufmerksamkeit auf den Gegenstand 
unserer Arbeit lenkte und uns mit seinen Ratschlagen weitgehend behilflich 


war. 


WMCKYCCHA O |BPEMEHHOM JTIPOTEKAHHM TEPMOQMHAMHMYECKUX 
TIPOL[ECCOB 


Hb. PAM u I. TABOPH 
PeswMe 


ABHeHUA JBMDKEHUA TePpMOMHAMUKM HeoOpaTHuMBIx 
CTBCHHO BHIYHCIIAeTCA Tak HasbipaeMbll 
4 (CM. mpumeyaune 1). 
C MpHHuvIOM 


B paoote o0cy>xKqaeTCA pemenne yp 
Hpoueccow Mp PasHbIxX HaYaJIbHbIX ycuOBMAX. Kommue BeHHO } 
adeKT MepeMeHbI 3HaKOB TePMO/MHAMUMYeCKHX CHI, ROKASARHDIN evenien | 
Hakonel WaeTcCd WIOCTpalMA CBASH ypaBHeHHA ABIPKeEHUA TepMOAMHAMUKM 


JIle Watenbe-bpayna. 


_ UBER DIE CHARAKTERISTISCHE ZERSTORUNG DES 
_ ALTERNDEN EISENS BEIM BOMBARDIEREN DURCH 


IONEN 
Von 
A. MAsin 


PHYSIKALISCHES LABORATORIUM DES FORSCHUNGSINSTITUTES FUR VERKEHRSWESEN, RESORTANSTALT 
DES VERKEHRSMINISTERIUMS, PRAG 


und 


V. Haven 


; FORSCHUNGSINSTITUT FUR EISENHUTTENWESEN, RESORTANSTALT DES MINISTERIUMS FUR HUTTEN- 


WESEN UND ERZGRUBEN, PRAG 


; (Vorgelegt von Z. Gyulai. — Eingegangen: 19. IV. 1958) 


In dem vorliegenden Artikel wird das Grundprinzip der charakteristischen Zerstérung 
des Eisens beim Bombardieren durch Ionen, welche in der Arbeit [1] beobachtet wurde, gelost. 
Es wird gezeigt, dass es sich um Teile der Gleitlinien handelt, welche durch das Bombardieren 
mit Ionen sichtbar gemacht werden. Als Ursache ihrer Sichthbarmachung wird die Anwesen- 
heit der C- und N-Atome in ihrer nachsten Nahe angenommen, ganz dhnlich wie im Falle der 
Sichtbarmachung der Versetzungen [2]. Diese Atome gelangten infolge des Alterns hierher. 
Zum Abschluss wird auf die Bedeutung der Zerstérung fiir das physikalische Studium der 
Kinetik der Alterungserscheinung nach dem Harten hingewiesen. 


Kinleitung 


In der vorangehenden Arbeit des einen von uns, welche sich mit dem 
kathodischen Atzen des Stahles befasst [1], wurde beobachtet, dass bei der 
Bombardierung des technisch reinen Eisens (Armco-Eisen) durch Ionen in 
einzelnen Kérnern Gebilde in Form von Strecken entstehen, welche eine 
bestimmte Orientation haben. Bei starker Vergrésserung konnte man dabei 
feststellen, dass manche der Strecken die Form von kurzen, engen, kleinen 
Pfeilen haben, welche durch ihr Aussehen in bestimmtem Ausmasse an Nitride 
erinnern, so wie sie DiskstTRA [3] und Rapavicn und Werr [4] beschreiben. 
Da das technisch reine Eisen ein alterndes Material ist, entstand hier die 
Frage, ob es sich nicht um Nitride handelt, denn Stickstoff ist eines der Ele- 
mente, welche das Altern des Eisens verursachen. Die Muster wurden des- 
halb noch mit Atzmitteln zur Feststellung von Nitriden — Fry’s Atzmittel 
Nr. 1 und 3, Ferrizyankalium und mit einem Gemisch von Pikral und Nital — 
geitzt, jedoch chne Ergebnis. Das Studium mittels Elektronenbeugung 
bestatigt ebenfalls nicht, dass es sich im angefiihrten Fall um Nitride handelt. 

Weil im optischen Mikroskop Vorspriinge und Mulden in der Oberflache 
gleich erscheinen und deshalb auch hier die Moglichkeit besteht, dees es 
sich nicht um Prdzipitate sondern um Mulden — Rinnen in der angeatzten 
Oberflache handelt, wurde zum Schluss in [1], ohne dass ein Beweis erbracht 
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wurde und ohne weiteres Forschen, die Vermutung ausgesprochen, dass es 


sich in der angeatzten Fliache um Rinnen handelt. Weiter wurde dann diese — 
Erscheinung nicht mehr studiert. Erst die vorliegende Arbeit hat das Studium — 


des Grundprinzipes dieser Erscheinung zum Gegenstand. 


Experimenteller Teil 


a) Experimentelles Material und Arbeitsvorgang 


Das verwandte Eisen war vom Typ Armco mit folgender chemischer 
Zusammensetzung: 0,03% C; 0,007% S; 0,012% P; 0,11% Mn; 0,01% 
Si; 0,15% Cu; 0,05% Ni; 0,006% N 

Zur Feststellung, ob die beschriebene Erscheinung mit dem Altern 
zusammenhangt, wurde ausser dem oben angefiihrten Eisen zu den Experi- 
menten noch ein mit Aluminium beruhigtes Eisen verwendet, welches nicht 
altert. Dieses Eisen hatte folgende chemische Zusammensetzung: 0,04% 
C; 0,2% Mn; 0,17% Si; 0,07% Cu; 0,012% Ni; 0,015% Al; 0,004%, N; 
die iibrigen Elemente in Spuren. 

Bei beiden Materialen wurde zum Hervorrufen der Alterung die gleiche 
Warmebearbeitung durchgefihrt, und zwar wurde sie bei beiden Materialen 
gleichzeitig durchgefiithrt. Ausserdem wurde ein Teil der Mister noch nach 
der Hartung durch Druck deformiert und ebenfalls der Alterung tiberlassen 
(siehe Tabelle I). Die einzelnen Warmebearbeitungen sind in der Tabelle 
I enthalten. 

Die verwandten Muster hatten die Form von Zylindern mit einem 
Durchmesser von 8 mm und einer Hiéhe von 6 mm. Nach der Hartung wurden 
sie an einer ihrer Stirnseiten metallegraphisch geschliffen und poliert und 
diese Oberfliche wurde dann durch Ionen bombardiert. 

Die Bombardierung durch Ionen wurde mit einem in der Arbeit [5] 
ausfihrlich beschriebenen Apparat, welcher eine Analogie des in Arbeit [1] 
_ und auch in der Arbeit [2] verwendeten Apparates ist, durchgefihrt. Es 
wurde mit Gleichstrom von 1700—1900 V und bei einer Intensitat des Stromes 
von 3 mA gearbeitet. Die Atzzeit bewegte sich zwischen 50—80 min. Langere 
Zeit als 80. min. dusserte sich bloss in der Ausgepragtheit der Spuren, die 
Grésse, Form und Anordnung anderten sich dabei nicht. Die Muster wurden 
wahrend der Bombardierung durch zirkulierendes Wasser gekihlt. 

Zur Feststellung des Mechanismus der Zerstérung bei der Bombardierung 
durch Ionen von reinem Ferrit und Martensit, der im Grunde genommen 
eine ubersattigte feste Lésung des Kchlenstoffes, eventuell Stickstoffes, im 
Alfa-Eisen (Ferrit) ist und deshalb also* dem geharteten technisch reinen 
Eisen nahesteht, wurde die Bombardierung durch Ionen auch an Mustern 
von einer Eisenlegierung mit 0,4% C durchgefiihrt. Die Muster von gleicher 


is 
: 
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_ Form wie im vorangehenden Fall wurden auf eine Temperatur von 950° C 


erwarmt, von dieser Warme wurden sie langsam in einem Ofen (wahrend 
‘einer Stunde) auf die Temperatur von 750° C abgekiihlt und von dieser 
Temperatur in Wasser gehartet. Der Riickgang der Temperatur von 950° C 


_ auf 750° C vor dem Harten wurde deshalb gewahlt, um damit das Ausscheiden 
- von freiem, kohlenstofflosem Ferrit zu erreichen. Ein Teil der Muster wurde 
7 nach dem H§arten noch auf 600° C in 1 Stunde angelassen. Samtliche Warme- 


bearbeitungen wurden in dem Vakuumofen eines Laboratoriums durch- 
gefihrt. 

Zum Studium der Grundfrage, ob es sich im erwahnten Falle um Er- 
‘héhungen oder Vertiefungen — Rinnen — in der angeatzten Oberflache handelt, 
wurde ein Elektronenmikroskop und die Methode des direkten Abdruckes 
beniitzt*). Auf dem direkten Abdruck bekommen wir namlich bei dieser 
Methode ein Reliefbild der Oberflache; wo die Rinnen in der angeatzten 
Oberflache den Vorspriingen auf dem Abdruck und umgekehrt die Vertiefungen 
auf dem Abdruck wieder den Vorspriingen auf der untersuchten Oberflache 
entsprechen, sodass sich dann mit Hilfe von Schattierung genau feststellen 
lasst, ob es sich bei dem angeatzten Muster um Vertiefungen oder Vorspriinge 
handelt. Es wurden mit Chrom schattierte Kolloidabdriicke verwendet. Das 
angewandte Elektronenmikroskop war ein Tesla-Erzeugnis. 


b) Die experimentellen Ergebnisse 


Das Aussehen der charakteristischen Zerstérung in einzelnen Kérnern 
so wie sie unter dem Mikroskop erschien, ist auf den Bildern 1—5 sichtbar. 
Einzelne Spuren sind entweder parallel (Abb. 1) oder bilden gemeinsam 
verschiedene Winkel, aber kreuzen sich nicht (Abb. 2) oder bilden verschiedene 
Gebiete von gleich orientierten Spuren in denselben einzelnen Kérnern (Abb. 
3). Wie aus der Detailansicht der einzelnen Spuren hervorgeht, sind beide 
Enden in Pfeile zugespitzt und das Gesamtaussehen ahnelt eher einer Zigarre 
als einem Plattchen, wie aus der Abb. 4 ersichtlich ist. 

Die beschriebene Zerstérung kommt nur in zwei Fallen vor: Wenn 
die Muster nach dem Harten 24 Stunden hindurch auf der Temperatur 
von 20° C belassen und der Bombardierung durch Jonen unterzogen 
wurden, oder wenn sie nach einem 24-stiindigen Abliegen bei 20° C auf 
250° C fiir 15 Minuten erwarmt tind dann bombardiert wurden. In anderen 
Fallen wurde diese charakteristische Zerstérung nicht beobachtet, und zwar 
nicht einmal in dem Falle, wenn das Muster bei 20° C 1000 Stunden oder 3 


* Die Arbeiten mit dem Elektronenmikroskop hat Dr. J. JEZEK vom Forschungsinsti- 
tut fiir Material und Technologie in Prag durchgefiihrt, und es ist uns eine angenehme Pflicht, 
ihm fiir diese Arbeit zu danken. 
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Fig. 1. urspriingl. Vergrésserung 680 x 


Fig. 2. urspriingl. Vergrésserung 680 x 


Jahre alterte, oder wenn die Muster nach einer Verformung gealtert wurden, 
und zwar sowohl natiirlich bei 20° € als auch kiinstlich durch Anwarmung 
auf 50° C oder 250°-G nach einem 24-stiindigen Abliegen bei 20° C, oder nach 
einem 1000-stiindigen Abliegen bei 20° C. 

Bei Mustern von nichtalterndem Eisen wurde diese charakteristische 
Zerstérung in keinem Fall beobachtet. Durch das Bombardieren durch Ionen 
kamen bei allen Alternativen der Warmebearbeitung laut Tabelle I bloss 


Fig. 4. urspriingl. Ve 


rgrésserung | 300 X 
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Fig. 5. urspriingl. Vergrésserung 680 x 


Fig. 7. ursprii 


nel. Vergrésserung 680 x 


Fig. 8. 


Fig. 6. urspriingl. Vergrésserung 1300 x 


urspriingl. Vergrésserung 680 x 
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a 


‘Korngrenzen ohne jedwedes einzelnes Detail innerhalb der Kérner zum 
_Vorschein. Im Ganzen ist dem geglithten Muster (Abb. 5) von nichtalterndem 
Eisen gegentiber die Oberflache des angeatzten Musters grob und im Hohen- 
Er clicf bedeutend durchgezeichnet (Abb. 6). 

3 Auf den Mustern von alterndem wie auch von nichtalterndem Material, 
das nach dem Harten zusammengedriickt wurde, kamen auf der polierten 
_Flache Gleitlinien zum Vorschein (Abb. 7). Das Bombardieren durch Ionen 
beeinflusste bloss ihren Kontrast ; die Schirfe der Linien verminderte sich 
. sodass die Gesamtansicht dadurch unklar — verschwommen — schien, 
aus der Abb. 8 zu ersehen ist. 


te 


wie 


a P 


Fig. 9. urspriingl. Vergrésserung 680 x 


Die Gleitlinien bei den nichtalternden Materialen verhielten sich beim 
Atzen gleich denen bei den alternden, bei ihnen kam es ebenfalls zur es 
minderung des Kontrasts und dadurch auch zur Verminderung der Scharfe 

ildes. 
x eee. wo ein Muster zusammengedrickt wurde, auf dem bereits 
durch Bombardieren durch Ionen Spuren der een e hervorgerufen 
waren (Alternative 9, Tabelle I), erschienen an der Oberflache ausser pie 
Spuren der Zerstérung noch neue Spuren, welche ope ze ihnen lagen Bae 
zwischen den einzelnen Spuren verliefen, sodass sie einen stufenartigen 
Charakter des Bildes hervorriefen (Abb. 9). ; 

Muster aus der Eisenlegierung mit 0,4% C hatten nach dem Harten 
ein martensitisches Gefiige mit Inseln von ea gcernsenener Ferrit. See 
sehen dieses Gefiiges nach dem Anatzen durch Nital ist aus der oe 
ersichtlich. Abb. 11 entspricht demselben Muster mach — it gt Re 
durch Ionen. Wie zu ersehen ist, atzt sich der Martensit beim Bombardieren 
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Tabelle I 
Die Bearbeitung der Muster zum Zweck des natiirlichen und kiinstlichen Alterns 
Se 
iad Bearbnitang 

1 920° C/20 Minuten, im Ofen abgekiihlt 

2 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser und 24 Stunden Abliegen bei 20° C 

3 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser und 1000 Stunden Abliegen bei 20° C 

4 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser, 24 Stunden Abliegen bei 20° C und 50° C/3 
Stunden 

5 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser, 24 Stunden Abliegen bei 20° C und 250 
C/15 Minuten 

720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser und deformiert 

i 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser, deformiert, 24 Stunden Abliegen bei 20° C 
und 50° C/3 Stunden ; 

8 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser, deformiert, 24 Stunden Abliegen bei 20° C 
und 250° C/15 Minuten 

9 720° C/1 Stunde/gehartet in Wasser, deformiert, 1000 Stunden Abliegen bei 
20° C und a) 250° C/15 Minuten 

b) 450° C/15 Minuten. 
10 Alternative 2 und nach der Bombardierung durch Ionen noch verformt. 


* Bezogen auf den Augenblick der Bombardierung durch Ionen. 


durch Ionen sehr intensiv und die ganze Flache weist im Héhenrelief ein aus- 
drucksvolles Durchzeichnen der einzelnen martensitischen Nadeln auf. Durch 
das Anlassen auf die Temperatur von 600° C wandelte sich der Martensit 
in Sorbit um, vereinzelte Inseln von reinem Ferrit blieben unterdessen erhal- 
ten. Beim Bombardieren durch Ionen kamen diese Ferrit-Inseln klar zum 
Vorschein, indem sie ausdrucksvell aus dem sorbitischen Gefiige hervortraten. 
Einzelne Alfa-Kérner des Sorbits weisen eine Oberflachenzerstérung, ahnlich 
der Zerschlagung in kleine Teile, auf, wie aus der Abb. 12 zu _ ersehen 
ist. Die Durchzeichnung des Reliefs der einzelnen Alfa-Kérner bei Sorbit, so 
wie sie im Falle von Martensit becbachtet wurde, existiert bei diesen Kér- 
nern nicht mehr. 

Die Ergebnisse mit dem Elektronenmikreskop sind auf den Abbildungen 
13 und 14 enthalten, Einzelne Spuren der Zerstérung erscheinen auf dem 
schattierten Kolloidabdruck als Vorspriinge, welche in ihrem Aussehen mit 
feinen Gleitlinien oder Zwillingslinien (Neumann-Streifen) identisch sind. 
Pfeile, die in [1] beschrieben wurden (siehe Abb. 5 der zitierten Arbeit), 
wurden bloss sehr vereinzelt beobachtet. 


eo oe To: 
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Fig. 10. urspriingl. Vergrésserung 1300 x 


Fig. 11. urspriingl. Vergrosserung 1300 xX 
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Fig. 13. Fig. 14. 
urspriingl, Vergrésserung 5000 x urspriingl. Vergrésserung 5000 x 


Erorterung der Ergebnisse 


Aus den Ergebnissen des Studiums mittels des Elektronenmikroskops 
geht also eindeutig hervor, dass die einzelnen Spuren der Zerstérung Ver- 
tiefungen sind — Rinnen in der angedtzten Oberflache, welche entweder den 
Gleitlinien oder den Zwillingslinien entsprechen. Wie BArrert [6] anfihrt, 
unterscheiden sich die Zwillingslinien und Gleitlinien untereinander durch 
zwei charakteristische Merkmale : 


Aue) bu 


sea 


_ ae 2 
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1. Die Zwillingslinien sind nach dem Polieren und Anatzen sichtbar, 


_ die Gleitlinien hingegen nicht. 


4 


2. Die Zwillingslinien haben eine bestimmte Endbreite und bei starkerer 
Vergrésserung kann man bei jeder Linie zwei Grenzen sehen, die Gleitlinien 
sind dagegen immer nur als enge Linien sichtbar. 

Es handelt sich also im gegebenen Fall — mit Hinsicht darauf, dass 
die Sichtbarmachung bloss in manchen Fallen der Warmebearbeitung auf- 
tritt, weiterhin mit Hinsicht auf das Nichtanatzen durch chemische Reagenzien 
und auf die Einfachheit des Aussehens, das sich mit der Dauer der Bombar- 
dierung durch Ionen nicht andert und bloss die Tiefe des Ausitzens wachst, 


aii Leila deri@lethiien. | 


7 


Die Tatsache, dass das Sichtbarmachen eines Teiles der Gleitlinien nach 
der Bombardierung durch Ionen bloss beim alternden Eisen und bloss in 
Fallen, wo die Muster nach dem Hiarten 24 Stunden bei 20° C liegen blieben 
oder nach diesem Abliegen noch auf 250° C erwarmt wurden (kiinstliches 
Altern), vorkommt, beweist dann, dass ein bestimmter, wenn auch nicht 
allgemeiner, Zusammenhang zwischen der beobachteten Zerstérung und dem 
Altern besteht. 

Dieser Zusammenhang zwischen dem Sichtbarmachen der Gleitlinien 
und dem Altern ist dann die Grundlage zur Klarung der eigentlichen Ursache, 
die zur Zerstérung und dadurch auch zu ihrer Sichtbarmachung fihrt. 

Beim Altern kommt es, wie bekannt [7], zu Diffusionsverschiebungen 
von Kohlenstoff- und Stickstoffatomen, zu den Versetzungen oder anderen 
kristallischen Stérungen und also auch zu den Gleitlinien. Die Anwesen- 
heit dieser Verunreinigungen bei den Gleitlinien kann man dann fir 
die Ursache ihrer Sichtbarmachung halten, dhnlich wie im Falle der 
Sichtbarmachung von Versetzungen [2]. Von den Gleitlinien werden auch 
nur jene Teile sichtbar gemacht, in denen Atome der Verunreinigungen 
anwesend sind, die anderen Teile dagegen, wo sich diese Atome nicht befinden, 
werden nicht sichtbar gemacht. Ahnlich werden bei Mustern aus nichtalterndem 
Eisen, bei denen es nicht zur Verschiebung der Atome der Verunreinigungen 
(die hier durch Aluminium gebunden werden) kommt, die Gleitlinien nicht 
einmal nach der Bombardierung durch Jonen sichtbar gemacht. 

Im Einklang mit der oben angefiihrten Schlussfolgerung und teilweise 
ihre indirekte Bestatigung ist auch die geringfiigige Zerstérung der kleinen 
Inseln des einzelnen Ferrits durch das Bombardieren durch Ionen in der 
Legierung mit 0,4% C im Vergleich mit den martensitischen Nadeln und 
den Alfa-Kérnern des angelassenen Martensits (Sorbit), die eine merkbare 
Zerstérung aufwiesen. Im Ferrit, der wahrend des Hartens ausgeschieden 
wird, ist namlich Kohlenstoff nicht anwesend und nach dem Obenangefihrten 
sind hier auch keine geeigneten Bedingungen fir die Zerstérung vorhanden. 
Im Martensit und in Alfa-Kérnern des angelassenen Martensits (beim An- 
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lassen auf 600° C) dagegen ist Kohlenstoff in der festen Lésung aufgelést 
und deswegen werden diese — im Einklang mit dem oben Angefihrten — 
beim Bombardieren durch Ionen stark zerstért. 

Was den Zustand der Atome der Verunreinigungen, der zur Zerstérung 
fiihrt, betrifft, sind unsere derzeitigen Kenntnisse der physikalischen Seite 
des Alterns von interstitiellen Legierungen zu ungeniigend, als dass es méglich 


wire zu bestimmen, wie eigentlich ihre Anordnung in der Umgebung der ~ 


Gleitlinien ist. Die blosse Existenz der Zerstérung in speziellen Fallen, welche 
oben angefihrt wurden, beweist aber klar, dass der Zustand nach dem 24- 
stiindigen Abliegen bei 20° C nach der Hartung von dem Zustand verschieden 
ist, der beim Altern bei dieser Temperatur wahrend 1000 Stunden oder 3 
Jahren entsteht, und dass vom Standpunkt der Zerstérung durch Bombar- 
dierung durch Ionen dieser Zustand dieselben Folgen hat wie der Zustand, der 
durch das Erwarmen eines Musters auf 250° C entsteht, welches vorher nach 
dem Harten 24 Stunden hindurch bei 20° C gealtert wurde. Die Ergebnisse 
zeugen ebenfalls dafir, dass die Gleitlinien im geharteten Eisen vom Stand- 
punkt des Alterns fiir das stabile Festhalten der Atome der Verunreinigungen 
energetisch weniger vorteilhaft sind als die Stérungen an den Grenzen der 
Kérner und Subkérner, sodass sich fremde Atome an ihnen nur voriber- 
gehend festhalten kénnen und zu ihrem Sichtbarmachen kommt es infol- 
gedessen nur in besonderen Fallen. 


Schlussfolgerung 


Der Artikel hat die Klarung des Grundprinzips der charakteristischen 
Zerstérung von Eisen beim Bombardieren durch Ionen zum Gegenstand, 
welche in der Arbeit [1] becbachtet wurde. Mit Hilfe eines Elektronenmikros- 
kopes wurde bewiesen, dass es sich um Teile von Gleitlinien handelt, welche 
durch das Bombardieren durch Ionen sichtbar gemacht wurden. Das Sichtbar- 
machen ist in direktem Zusammenhang mit dem Altern des Eisens, und es 
wird deshalb angenommen, dass sein Entstehen durch die Anwesenheit der 
Kohlenstoff- und Stickstoffatome, die bei diesen Gleitlinien anwesend sind, 
bedingt wird, ahnlich wie im Falle der Versetzungen [2]. 

Die Existenz der Gleitlinien im geharteten Eisen wurde bei der Klarung 
des Mechanismus der Kinetik des Alterns nach dem Hiarten hier nicht in 
Erwigung gezogen. Es ist wahrscheinlich, dass das Einbeziehen ihrer Existenz 
in die Kinetik des Alterns in bedeutendem Masse zur Klarung der hier ver- 
laufenden mikrophysikalischen Vorgange beitragen kann, insbesondere dann 
in der ersten Periode des Alterns, wo es.zu einer markanten Steigerung der 
Harte [7] kommt und gleichzeitig auch zu merkbaren Anderungen in der 
Umgebung der Linien, wofiir auch ihre Sichtbarmachung beim Bombardieren 
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durch Ionen zeugt, im Gegensatz zu der weiteren Periode des Alterns, wo 
ein Herabsinken der Harte auftritt und die Linien nicht sichtbar gemacht 
_ werden. Zieht man den Zusammenhang der plastischen Verformung, welche 
das Messen der Harte begleitet, mit den Gleitlinien einerseits und dem Blockie- 
ren der Versetzungsbewegungen durch Atome der Verunreinigungen anderer- 
seits in Betracht, so scheint die Identitat des Sichtbarmachens der Gleit- 
linien nach einem 24-stiindigen Abliegen bei 20° mit den EE end crmne en 
nicht bloss zufallig zu sein. 
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NAAN ONE 


XAPAKTEPHOE PASPYINJEHWE CTAPEIOWEDO JKEJIESA IPH MOHHOM 
BOMBAPJIMPOBKE 


A. MAUIHMH u B. TABEJI 


Peswme 


B uHacrTosljeH padoTre MpHBOAUTCA pellieHve MpupoOAbI XapakTepHOro pa3pylwieHua 
cTaperomlero %KeTe3a B BUe KOPOTKUX OPHeEHTMPOBaHHbIX OTPe3KOB MIM cTpesoK [1]. bpm 
ompeneneH BU MU ynNOpAROYUeHHe OTZENbHEIX Cyeq0B (puc. 1—5) uM 3aBHCHMOCTh MeXxKAY UX 
BO3HHKHOBeCHHEM H TepMMYeCKOH OOpaOOTKOH VJIM MCKYCCTBeHHbIM CTapeHHem. JIA ycrpa- 
HeHHA BIMAHUA CTapeHuA HOHHAA OOMOapAMpOBKAa NPOBOAMACcb OMHOBPeMeHHO UH Ha OOpasijax 
OJMHAKOBO OOpadOTaHHbIX U3 HecTaperousero IKeIesa. Ha oOpasue M3 TaKOrO dKeNe3sa XapaK- 
TepHoe paspylleHue HM B OHOM CyIyyae He ObINO OOHApPy>KeHO. C MOMOMIbIO SeKTPOHHOTO 
MUKpocKona O10 TOKasaHoO (puc. 13, 14), YTO 3]/eCb MbI HMeeM JeIIO C YACTHIO JIMHHH CKOJIb- 
XKEHHA, BbIABJICHHBIX IIyTeéM MOHHOM OomOapqupoBKH. IIpuynHolt BbIABIeHHA MO)KHO 
CUMTATb HasIM4ve ATOMOB yrslepoOfa HU a30Ta B UX HeMOCPeACTBeEHHOM OKPeCTHOCTH, MPOHUKWUX 
TYAa B pesyIbTaTe CTapeHHA TOYHO Tak 2Ke, KAaK 9TO MMCCT MECTO B Ciyuae BbIABICHUA 
qucnoKauui [2]. OOpamiaetca BHUMaHHe Ha 3HaYeHHe JIMHH CKOJIb)KeHHA B 3aKaJICHHOM 
yKeTe3se IPH PuSUYeECKOM U3YYeHHM KMHETHKM ABIIEHHA CTapeHHA MOCIe 3aKaJIKH. 


UNITED ATOM MODEL OF THE HYDRID MOLECULES 


HO, HO- AND H,O 
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Among the molecular wave functions used in the approximation methods for molecules, 
that of the united atom model is the simplest, needs little calculation and gives sufficiently 
exact results. In this approximation the wave function of the molecule is built up of one-centre 
one-electron eigenfunctions by the Slater method. Good results may be expected from this 
approximation, for example, for hydrid molecules. We extended the calculations to HO and 
HO- and further H,O molecules. Our values gained by the present variational method for 
energy, equilibrium nuclear separation and dissociation energy are in good agreement with 
the experimental results. 


Introduction 


Dealing with many-electron problems in the quantum mechanical theory 
of molecules, we are compelled to use approximation methods. Some of the 
methods used give results of any desired accuracy but they are lengthy and 
tiresome. For practical purposes the length of calculation involved is of high 
importance. Thus we have to compromise and choose a solution of sufficient 
accuracy for the problem in question while presenting no difficulty in the 
calculation. 

The methods used differ primarily in the mode of setting up the one- 
electron wave-functions of the electrons, that is the one-electron orbitals. 
The united atom model used for some time in spectroscopy, employs very 
simple molecular orbitals. In conformity with the above requirements we 
obtain this model by uniting all the nuclei of the molecule in one point. The 
electrons move in the central field of this united nucleus. When re-arranging 
the nuclei, the electron levels vary continuously. Thus from the energy levels 
of the united atom and separate atoms we may draw conclusions as to theenergy 
levels of the molecule. 

The united atom model used in the theory of the molecules maintains 
the original arrangement of the nuclei but as approximative wave function 
for the molecule builds up the one-electron wave functions associated with 
each electron in the form of one-centre functions. 

Using such molecular orbitals of central-field type, the greater part of 
the complicated many-centre integrals disappear and one and two-centre 
integrals appear only. Such orbitals seem particularly suitable when the mole- 


; 
cule is simple, i. e. similar to an atom. This condition does not ee 
strong a restriction. Previous calculations show that good results may be gained 
by this method for the molecules H} and H, [1], though these cases are not 
ideal for its efficiency. Calculations for the HF molecule give also favourable 
results [2]. In the present communication we extend the calculations to 


further hydrid molecules HO, HO~ and H,0. 
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Method of treatment 


As the number of electrons in the cases discussed by the authors does 
not exceed 10, the approximate wave function for the ground state of the 
molecules may be built up from the following orthonormalized one-electron 


wave functions 
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The total wave function of the molecule may be built up in determinant form 
from these central-field analytical wave functions with the help of a, § spin- 
functions in accordance with the Pauli principle. It is essential for the calcula- 
tions, that we should choose the common centre of the one-electron functions 
in a suitable way. In our case the nucleus of the oxigen atom seems suitable, 
therefore distance r is measured in (1) from O. a, b, c, c’, and d are variable para- 
meters in (1) and they may be defined by the condition, that they should make 
the total energy of the molecule a minimum, as required by the variational 
method. It is well known that the energy is 


\Y* HY dv 
— E* dy : 


Eh — 


where Y denotes the antisymmetrical determinantal wave function built up 
from the »; functions, H is the Hamiltonian operator* of the system 


*In the following text, all physical quantities are given in atomic units. See e. g. [2]. 


? 


Tei wy =e 
. | ee Te 


UNITED ATOM MODEL OF THE HYDRID MOLECULES 151 


1 Zz 1 
: = Tik = R, iv Ruy 
where 
jo ae 
2 ee rr Tr 


Hf; is the the Hamiltonian operator of electron i, neglecting the interaction of 
the electrons, r; its distance from the centre, r,; the distance of electron i 
from nucleus H,,, r;,the distance of electron i from electron k, R,,the distance 
between centre and proton H,, R,,, the distance between proton H,, and H,; 
further Z denotes the atomic number of the atom in the centre of the molecule. 
Summation will be effected for indices u, v for all protons and indices i, k 
for all electrons. (For notations see figures in the text below.) It is evident that 
there appear one-centre integrals and one easily manageable two-centre 
integral only ; thus by choosing the wave function in the way described 
above, the integrals making the discussion of many-atom molecules difficult, 
disappear. For particulars about detailed calculation of the integrals and form 
of energy, we refer the reader to [2]. 


The molecule HO and the molecule ion HO 


In the discussion of the HO and the HO~ the 2 axis is chosen for the 
molecular axis (see Fig. 1). Hence the parameters of the p,,, and y,,, functions 


Fig. 1. System of coordinates and notations for the molecules HO and HO- 


are evidently equal (c = c’), owing to symmetry considerations. The parameter 
of the y,, function naturally cannot be identical with these, as the electron 
described by it plays a different role in the bond. The difference of these 
parameters though important for the bond, is not always taken into account 
‘n similar calculations. We did not use any empirical data in the calculations, 
not even the value of the equilibrium nuclear separation. We sum up the results 
gained by variation for the parameters, equilibrium nuclear separation and 


energy in Table I. 
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Table I 


The molecule HO and molecule-ion HO~. Theoretical and experimental [3] values for energy, 
equilibrium nuclear separation and best value of the variational parameters 


$$ 
’ R E 
: : : | . theoretical | experimental theoretical experimental 
HO ell 2,6 4,3 3,8 Wa 1,83 —T4,658 —15,617 
HO Toll 2,6 3,9 3,4 1,65 —74,404 —75,690 


After determining the total energy of the molecules, we turned our 
attention to their binding energy. For this we need the energy ofthe central 
atom. It seemed appropriate to calculate it by taking into account the electron 
affinity and working with a central ion, having the same number of electrons 
as the molecule. Thus our approximations in the calculation of the energy of 
the ion are similar to those in the case of the molecule. The Hamiltonian 
operator of the ions O- and O-— differs from those of the molecules discussed 
only in so far that terms 1/r,; and 1/R representing the interactions of the 
electrons and the central nucleus with the proton do not appear, thus corre- 
sponding terms are not present in the formula for the energy. The electron 
distribution of the ions may be regarded spherically symmetric in good appro- 
ximation, thus the parameters of all three y,, functions may be taken equal 


(c = d). We sum up the results gained by variation for the parameters and 
energy in Table II. 


Table II 
The ions O~ and O-~. Theoretical and experimental [4] values and best value of the variational 
parameters 
| E 
a b c=d 
theoretical experimental 
Of RT eat 4 —74,126 —75,043 
Os (et 21 3.0 —73,422 —74,718 


Experimental or semi-empirical values for the electron affinities [4] are: 
A(Os) = 0,086,,5 A(O>=)jS— 0232 
Using these values, the binding energy is 
D (H, 0) = 0,11,, D(H, O-) = 0,15,. 


The corresponding experimental values ‘are [3]: 


D(H, O) = 0,155, D(H, O-) not measured. 
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We are not able to make a comparison of the values of equilibrium nuclear 

separation and dissociation energy for HO- as no experimental data are avail- 

_ able. Supposing that the results gained are of similar accuracy, as those for the 

4 HF discussed in [2], which has ten electrons also, we may estimate the probable 

_ binding energy of the HO~ (~ 0,18) and the equilibrium nuclear separation 

_ (~ 1,82). The latter nearly coincides with the value for the nuclear separation 
of the HO, gained by spectroscopy. 


ORE 


The molecule H,0 


For the H,O we chose the z axis of the system of reference perpendicular 
to the plane of the molecule (see Fig. 2). For such coordinates the parameters 


* 
’ 


eo es eee ee 


: 0 


Fig. 2. System of coordinates and notations for the molecule H,O 


of y.,, and y., are equal again. Results gained as previously by the variational 
z ¥ ce ad . . 5 
method for parameters, total energy and equilibrium nuclear separation are : 


ib 26 ce = 3.8, - d= 4,1, 
ee 75,113, Re Re 1.62, Re esoR 


Corresponding experimental [4] results are: 
E = — 76,306, KR, =1,81. 


The H,O is not linear, its valence angle is 104° 27’. This model naturally 
cannot represent this setting correctly, as the value for the energy will be 


evidently a minimum only, if the distance of the protons 1s a maximum In the 
, in other words the valence angle 


nearly spherically symmetrical field of O-~ i 

is 180°. This is self-evident from the formula for the energy, as terms containing 

Py and q, do not appear in it. Thus the one-centre model in this approximation 
u v 
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straightens the molecule. Modification of the valence angle in the right direction | 
may be expected from using not only one-electron functions of 1s, 2s, 2p type, | 
but taking into account other configurations also. 

We have determined further the dissociation energy of the H,O. The | 
process of dissociation of the H,O into H+H-+0O atoms is well known. We | 
know less about the dissociation energy of the free OH radical, the dissociation _ 
energy of H,O into O and the radical OH. We have determined the dissocia- : 
tion energy in both cases for different valence angles: first for the straight 
molecule, then for the real 104° 27’, finally for 90°, the most favourable valence 
angle for this model. The results for the energy and the dissociation energy 
are contained in Table III. 


Table II 


The molecule H,O. Theoretical and experimental values for energy and dissociation energy 


Valence E D (H, HO) D (H, H, 0) 
naule theoretical experimental theoretical | experimental theoretical | experimental 
180° —15,113 0,28, 0,45, 
104°27’ | —75,031 | —76,3065 0,20, 0,18, 0,37, 0,34, 
90° —T4,985 0,15; 0,32, 


Comparison shows that we get the best value for the dissociation energy 
for the actual valence angle. We made the calculations for the dissociation 
energy similarly to the hydrid molecules discussed. Thus the energy of HO 


was gained from the energy of HO-, by taking into account the electron 
affinity [4] 


A (HO-) = 0,0735. 


Discussion 


The previous calculations for the HF convinced us that central-field 
analytical wave functions are convenient to carry out calculations for molecular 
properties. The present results support this fact and justify our expectations. 
Using similarly simple forms of molecular orbitals, the values for energy, 
binding energy and equilibrium nuclear separation are in satisfactory agree- 
ment with the experiments. 

Considering that in this model the molecule has a more or less atomic 
structure, the electron density does not differ much from the spherically 


symmetrical one usual for atoms. The electron density is not sufficiently 
high in the vicinity of the protons. 


~~ =? ee 
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It is evident from the parameter values that the inner level of the mole- 


cules practically coincides with the inner atomic level (ls atomic orbital). 


The parameter of the molecular orbital does not differ from the parameter 


of the free atom. Nearly the same may be said for the 2s orbitals of nine and 
ten electron molecules discussed here. As seen from the parameter values of 


2p wave functions, the electron distribution of the molecule is more extended 


in the direction of the protons and is somewhat contracted at right angles to 
this direction. It is essential therefore that we should not regard the parameters 
of the 2p functions as equal. 


Similar calculations have been recently made by K. FunasBasui and J. L. 


_Macee [5] for the H,O. They make yo, and »;, orthogonal by taking equal 


parameters, further they take, for the sake of simplicity, the parameters of 
all Wop equal. Thus using two variational parameters they get E = — 74,11 
for the energy. 

K. E. Banyarp and N. H. Marcu [6] made also calculations for H,O 
using wave functions of similar central-field type. They used the Focx- 
PETRASHEN form for y,;, as we did, beside y,, functions with equal parameters. 
Their value for the energy is E = — 75,00 using the experimental values of 
the nuclear separation 1,81, and the valence angle 105°. They emphasize that 
the inequality of the y,, function parameters is not essential. According to 
our calculations, we get satisfactory results even for the binding energy, if we 
take different values for the parameters of the y,,, and Yop, and yp, wave 
functions and vary the nuclear separation. 
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ONHOLIEHTPOBAA TPAKTOBKA MOJIEKYJI TH OPU OB 
P. FALMAP u YW. TAMAUIM-JIEHTEM 


PeswMme 


B kpaHropoii MexanuKe cpeqM MpHOAM>KeHHEIX MeTOAOB, TIPHMCHACMPIX WA BOJTHOBBIX 
(yHKUH Mp ompeseneHHU CBOLCTB MOJCKYJI OUeHb MIpPOCTbIM, TpeOyIOWMM esa sso: 
yeHuit, HO Mp STOM fal0lM YAOBsIeTBOPHTCIbHO TOUHDIE PeSyIbTATPL, ve oer MAO, 
COOTBETCTBYIOMIMH OObEAMHCHHOM MOACIH aTOMa. Kak W3BeCcTHO, TIpH a en peo: MH 
BOJIHOBaA PYHKUMA MOJIeEKYJIM CTpOUTCA 10 MCTORY CuaTepa H3 OAHOMEHTP oe rote ne 
dynKuui. Annpoxcumalna WaeT XOpourne pesysIbTaTb! Halip. ne athe a ss ino . Monte 
peTHble BbIYHCIeCHHA ObIIM MpOBeeHbI HAMM Ha HO, HO u H, é Se at ib oe an 
MeTOJOM 3HAYeHHA JIA 9HEprHi, paBHOBeCHOrO paccTosHisA Agep 4 MUCCOuMAalH pruu, 
cormacHO OuMMAHHAM, XOPOWO cormacyloTcCA C OHbITOM. 


EIN VERGLEICH DER MIT DER VARIATIONSMETHODE 
UND MIT DER »SELF-CONSISTENT FIELD« METHODE 
~DURCHGEFUHRTEN BERECHNUNGEN ZUR BESTIM- 
MUNG DER ELEKTRONENSTRUKTUR DES SAUER- 
STOFFATOMS 

Von 


R. GAsphr und EF. Szas6é 


e 


ae eh, oe 


FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 


—— _  (Vorgelegt von A. Kénya. — Eingegangen: 28. VII. 1958) 


In dém vorliegenden Artikel wird fiir die Bestimmung der Einelektron-Wellenfunktionen 
und Energien des Oxigenatoms ein Potentialfeld beniitzt, das einer der Verfasser der vorlie- 
genden Arbeit eingefiihrt hat. Dieses eignet sich gut auch zur Berechnung der Einelektron- 
Wellenfunktionen von schwereren Atomen. In den Berechnungen werden die numerische und 
die Variationsmethode angewandt. Zusammenfassende Tabellen und Rechnungen fiir die 
Wellenfunktionen erméglichen einen guten Vergleich der mit den verschiedenen Methoden 
erhaltenen Ergebnisse. Es ist zu ersehen, dass in den dusseren Gebieten die mit der analyti- 
schen, direkten Variationsmethode erhaltenen Lésungen bedeutend von den mit der numerischen 
bzw. »self-consistent field« Methode erhaltenen Ergebnissen abweichen. 


Im Laufe der vergangenen Jahrzehnte ist die Elektronenstruktur zahl- 
reicher leichter Atome untersucht worden. Mit Riicksicht auf die Kompliziert- 
heit des Problems wurden diese Untersuchungen natiirlich unter Zuhilfenahme 
von Naherungsmethoden durchgefiihrt. Bei der Untersuchung von Molekiilen 
bzw. der Struktur von festen Kérpern ist die Kenntnis der Elektronenstruktur 
der aufbauenden Atome jeweils erforderlich, so dass eine eingehende Unter- 
suchung der Berechnungen beziiglich der Atomstruktur auch zu einer Klarung 
der eben erwahnten Probleme wesentlich beitragen kann. Ebendarum wollen 
wir in der vorliegenden Arbeit die Frage untersuchen, inwieweit die mit den 
verschiedenen Naherungsmethoden gewonnenen Ergebnisse weiter verwendbar 
sind, und welche Eigenschaften es sind, auf die man bei den weiteren Berech- 
nungen grésseres Gewicht legen muss. 

Die Struktur des Atoms wird mit einer zur Deutung vieler Eigenschaften 
der Molekiile und der festen Kérper hinreichenden Genauigkeit durch die 
Schrédingersche Gleichung bestimmt, welche sich ohne besondere Schwierigkeit 
aufschreiben lasst. Umso schwieriger ist hingegen die Berechnung der ent- 
sprechenden Liésungen, obwohl die Anzahl derselben durch die Symmetrie- 
eigenschaften der Atome und durch das Paulische Prinzip Wesenthen einge- 
schrankt wird. In einer Arbeit von Hartree [1] wird gezeigt, dass eine 
numerische Lésung (ohne Naherungsvoraussetzungen) nicht a Betracht 
kommt, daz. B. das ganze Sonnensystem nicht so viele Atome enthalt, wie viele 
7iffern man niederschreiben miisste, um eine recht grobe allgemeine Liésung 
der Schrédingerschen Gleichung des Fe-Atoms zu erhalten. 
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Wollen wir also die Wellenfunktion und die Energie eines Atoms bestim- 
men, so miissen wir zuerst entscheiden, in welchem Punkte wir zu Zugestand- 
nissen bereit sind. Der erste Schritt, von welchem wir nur bei einigen ganz 
leichten Atomen absehen kénnen, besteht in der Vereinbarung, dass wir die 
vollstandige Wellenfunktion des Atoms als aus den Wellenfunktionen der 
einzelnen Elektronen aufgebaut ansehen werden. Charakteristisch fiir diese ist — 
es, dass sie nur die Koordinaten des betreffenden Elektrons enthalten ; dem- 
entsprechend werden sie »Einelektron-Wellenfunktionen« genannt. Dieser 
Naherung liegt die Voraussetzung zu Grunde, dass die anderen Elektronen die 
Bewegungen der ausgewahlten nur durch ihr durchschnittliches Potentialfeld 
beeinflussen und dass ihre momentane geometrische Lage hinsichtlich der 
Bestimmung der Energie bzw. der Wellenfunktion des Atoms unwesentlich 
ist, bzw. nur einen geringen Einfluss ausiibt. 

Aus Einelektron-Wellenfunktionen lasst sich nunmehr die totale Wellen- 
funktion des Atoms auf zweierlei Art aufbauen. 

Es seien y (a;;7) die Einelektron-Wellenfunktionen, wobei a; den Zustand 
des Atoms charakterisiert und j fiir die Koordinaten des Elektrons (Raum- 
und Spinkoordinaten) steht. Die dem Paulischen Prinzip geniigende Wellen- 
funktion ist entweder 


plays] “plays Ty “oy iagst) 
¥ (ai3j) =| p (32) p (ay 5 2) see p (ap; 2) 
: : 3 ; a) 


p (a, 3 p) eit vee v (app) 


oder eine lineare Kombination von solchen Determinanten. Man zeigt leicht, 
dass das Potentialfeld von freien Atomen nicht allzusehr von dem spharisch 
symmetrischen Potentialfeld abweicht, welches aus dem tatsachlichen Poten- 
tialfeld des Atoms mit Hilfe von Durchschnittsbildung iiber die Winkel- 


koordinaten entsteht. In einem solchen zentralsymmetrischen Feld haben die 
Lésungen in der Regel die Gestalt 


P 1 
p(asj)= PE nate (4) D tetii (95; ;) Xmsa (s;). (2) 
i 


Hier bedeuten n,, 1,, m,, die Hauptquantenzahl, die Nebenquantenzahl bzw. 
die magnetische Quantenzahl ; m,, steht fiir die Spinquantenzahl, wahrend 
rj, Oj, pj und s; die raumlichen Polarkoordinaten und Spinkoordinaten des 
j-ten Elektrons bedeuten. Y,,, (0, @) ist eine Kugelflachenfunktion und P(r) 
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die sogenannte radiale Wellenfunktion. Unterscheiden sich die Funktionen 
(2) in irgendeiner der Quantenzahlen I, m,, m,, dann sind sie aufeinander 
orthogonal. Waren die zu verschiedenen Werten von n gehérigen Funktionen 
-aufeinander nicht orthogonal, so liesse sich die Orthogonalitat auf Grund von 
bekannten Eigenschaften der Determinanten-Wellenfunktion (1) durch Bildung 
von linearen Kombinationen aus den Funktionen (2) immer erreichen, ohne 
dass dadurch der Wert von (1) sich verandern wiirde. 

; Indem wir die Wellenfunktion (1) in den Ausdruck 


E= { y* Hydt 


: (3) 
- Sy* pdr 
einsetzen und diesen fiir die radialen Funktionen P (r) zum Minimum machen, 
erhalten wir die HarTREE-Fockschen Gleichungen, welche den radialen Teil 
der Einelektron-Wellenfunktionen bestimmen. Fiir die Herleitung der HaARTREE- 
Fockschen Gleichungen ist die Orthogonalitat samtlicher Einelektron-Wellen- 
funktionen keineswegs erforderlich, dadurch werden die Rechnungen lediglich 
einfacher gemacht. 
Anders verhalt es sich mit der urspriinglichen HartreEschen Methode. 
In seiner urspriinglichen Arbeit betrachtet HartTrEE statt der Determinante 
(1) das Produkt der Einelektron-Wellenfunktionen, und leitet auf diese Weise die 
zur Bestimmung der radialen Wellenfunktionen dienenden Gleichungen her. 
Auf den ersten Blick erscheint diese Methode als vollkommen verfehlt, da ja 
die totale Wellenfunktion der durch das Paulische Prinzip geforderten Sym- 
metrieeigenschaft nicht geniigt. Der begangene Fehler ist trotzdem nicht 
allzugross, und zwar aus zwei Griinden. Erstens kann das Potentialfeld des 
Atoms in guter Naherung als fiir simtliche Elektronen identisch angenommen 
werden. Da die zu verschiedenen Eigenwerten desselben Operators (hier : 
Hamilton-Operators) gehérigen Wellenfunktionen immer orthogonal sind, ist 
auf Grund des vorher Gesagten zumindest die approximative Orthogonalitat 
der Lésungen der Hartreeschen Gleichungen gesichert. Nunmehr lasst sich 
ein einfaches Verfahren zur vollstandigen Durchfiihrung der Orthogonalisie- 
rung angeben. Wie sich dies auf Grund von (1) leicht zeigen lasst, < das 
Paulische Prinzip auch so formuliert werden, dass sich in einem gut definierten 
Zustand nicht mehr als ein einziges Elektron befinden kann. Ein solcher 
Zustand wird in unserem Fall durch das Quantenzahiquadrupel n, 1, m; und 
m, definiert. Falls wir somit die auf Grund der HartreeEschen Gleichun- 
gen bestimmten, aufeinander orthogonalisierbaren Einelektronzustande als 
solche wohlbestimmte Zustande betrachten, erhalten wir sehr gute, mit den 
experimentellen Ergebnissen in Einklang stehende Resultate. Ein Vergleich 
mit der Focxschen Theorie zeigt, dass der Unterschied in energetischer Hin- 
sicht darin besteht, dass infolge der durch Austausch (antisymmetrische 


160 R. GASPAR und E. SZABO j : 


Determinanteneigenfunktion) hervorgerufenen Korrelation der Eickioes 
diese sich voneinander méglichst weit entfernen versuchen, was zu emes 
Abnahme der elektrostatischen Abstossungsenergie fuhrt. Demzufolge po 
dem Atom in der Focxschen Theorie eine gréssere Stabilitat zu ae in der 
Hartreeschen. Auch beziiglich der Dichten treten wesentliche Abweichugcas 
auf, insbesondere am Rande des Atoms, wo die Focxsche Dichte viel eher auf 
Null herabfallt als die Hartreesche. (S. Fig. 1.) 


cF — 


Fig. 1. Normierte 2s-Einelektron-Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Sauerstoff- 

atoms nach der Methode von HarTREE, HARTREE— Fock, DUNCANSON— COULSON und fiir das 

O?— Ion, mit der Variationsmethode bestimmt. Die vorkommenden Gréssen sind in atomaren 
Einheiten gegeben 


Endlich méchten wir noch erwahnen, dass die Lésung der HAarTrREE- 
schen Gleichungen im allgemeinen nach dem Grundgedanken der »self-consist- 
ent field« Methode numerisch geschieht, wobei die zu erledigende Rechen- 
arbeit sich so umfangreich gestaltet, dass man in der Regel grosse, elektrische 
Rechenmaschinen heranzieht. Die zur Lésung der Focxschen Gleichungen 
erforderlichen Berechnungen sind-noch viel schwieriger. 

Mit Riicksicht auf die eben angefiihrten Griinde war man von jeher 
bestrebt, die atomphysikalischen Konstanten durch analytische Rechnungen 
zu gewinnen. Eine sehr naheliegende Methode wiirde darin bestehen, den 
radialen Teil der Einelektronfunktion (2) in analytischer Darstellung aufzu- 
nehmen und nach Einsetzen in (3) die Energie mit direkten Variationsmethoden 
zum Minimum zu machen. Ob wir dabei die Einelektronfunktionen aufeinander 
orthogonal annehmen oder nicht, ist hinsichtlich der Ergebnisse belanglos. 
In beiden Fallen ist jedoch, aus je verschiedenen Griinden, der sich aus (3) 
ergebende analytische Ausdruck eine umso kompliziertere Funktion der 
Variationsparameter, je grésser die Anzahl der Elektronen ist. Die Kom- 
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_ pliziertheit des Energieausdrucks ist eine natiirliche Folge der Gestalt der Ein- 
elektronfunktion. Ebendarum ist es nun iiblich geworden, fiir die radiale 
- Wellenfunktion die einfachst mégliche Gestalt zu wahlen, und zwar eine 
exponentiell abnehmende Funktion, multipliziert mit einer Potenz mit ganzem 
Exponenten, oder eine lineare Kombination solcher Funktionen. Die auf 
diesem Wege bestimmten Dichten nehmen in der Regel sehr rasch ab. (S. Fig. 
1.) Die Schwierigkeit der erforderlichen Rechenarbeit nimmt so rasch zu, 
dass Berechnungen auf Grund der Variationsmethode nur fiir die leichteren 
Elemente durchgefiihrt worden sind. 

Endlich erwahnen wir noch, dass einer der Autoren der vorliegenden 
Arbeit ein Potentialfeld eingefiihrt hat [2], welches sich zur Berechnung der 
Einelektron-Wellenfunktionen von schwereren Atomen sehr gut eignet. Dieses 
Potentialfeld wird durch 


eT eee ney eee 


vr = Ze e—7ox Cc eax 
Ect Ayx evr lA, 
(64 = = Ha Zils C : (4) 
3 
r 0,8853 
x= — 5 => 


be BM Zils 


charakterisiert ; es lasst sich fiir jedes Atom sofort angeben, und es kann die 
zur Bestimmung der radialen Wellenfunktion dienende Gleichung aufge- 
schrieben werden. Z bedeutet die Ordnungszahl des Atoms, r ist der Kern- 
abstand des Elektrons mit Ladung — e, a, ist der Radius der kleinsten Bohr- 
schen Bahn im H-Atom. A), A), A, a und C sind Konstanten. 

Beziiglich der Bedeutung der einzelnen Glieder, sowie beziiglich der mit 
der radialen Schrédingerschen Gleichung und den Randbedingungen zusammen- 
hangenden Problemen kann man sich an Hand der urspriinglichen Arbeit 


orientieren. 
Die Einelektron-Schrédinger-Gleichung ist 
Ay = Ey, 
2 
= — : Ae Vas €, (5) 
2m 


wobei der Lésung die Randbedingungen 
(0) =0, 
f**» (0) = const, (ie==0, 1... «5s (6) 
lim f(r) = 0 


r+ 


3 Acta Physica X/2. 
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auferlegt werden. In (5) bedeutet H den Einelektron-Hamilton-Operator. 
P(r) =rR(r) ist die radiale Wellenfunktion und es ist 


yp = R(r) Yim (4 9); (7) 


wobei Y;m(@, y) die Kugeloberflachenfunktion mit den Indizes | und m be-— 
-deutet. Eine den Randbedingungen (6) geniigende Lésung von (5) lasst sich 
im allgemeinen nur auf numerischem Wege erzielen. 

Mit Hilfe des Potentials (4) hat einer der Verfasser bereits fiir mehrere 
Atome die Energie der Elektronen und die Wellenfunktion berechnet. So sind 
Berechnungen fiir die Atome Cu, Ag, Au und Po durchgefiihrt worden. Interes- 
sant ist es zu untersuchen, was fiir Ergebnisse mit dieser Methode fiir 
leichtere Atome erzielt werden kénnen. Fiir diesen Zweck fanden wir das 
Sauerstoffatom als am meisten geeignet, auf dieses beziehen sich namlich die 
meisten bisher durchgefiihrten Berechnungen. Fiir dieses Atom sind ausserdem 
auch die HartreeEschen und Focxschen »self-consistent field« Berechnungen 
und die Variationsberechnungen bekannt. In den Tabellen I, II und III geben 
wir die Wellenfunktionen und die Energiewerte der 1s, 2s und 2p-Elektronen 
des Sauerstoffatoms in der von uns bestimmten und in von anderen Autoren 
angewandten Naherungen an. Wir haben unsere Berechnungen auf zweierlei 
Weisen durchgefiihrt : Einerseits durch numerische Integration der Grund- 
gleichung, andererseits haben wir die Wellenfunktionen in der folgenden 
Gestalt angenommen : 


Y= tet, (a) 
Yos = xe—”* (1 + ax), (b) 
ee B 

Yo, = % ere ne eae e—rbux : b’ 

=e ale ; | (0') 3 
ap = ate P () 

r= ap, N= 1 ees He eee 
(Lp db} b3 (1 + a)! 


Mit diesen haben wir die Durchschnittsbildung fiir die Einelektron- 


Hamilton-Operatoren vorgenommen, und wir erhielten auf diese Weise die 
Energieausdriicke : 


es = 1 4073 Spay B[- 2 4]- 
Ay (Ag +2y,) AB A, (9a) 
dk 1 1 ase, 
= arte: ie. , eer 
A (a+2y)? A® (a+2y,) © 43 A 


E VERGLEICH DER BERECHNUNGSMETHODEN ZUR BESTIMMUNG DER ELEKTRONENSTRUKTUR 163 


3Vi+ 373 — 37,2 Alo + 27.) AB Ay | 


ai 1 1 1 1 404272 pets 
+2a[—- = eres Fae E,{— 0 1 
Ag (ap +272)?  AB(A4y +2.) A ete lag 


+04 et, ea 1 pee ae 
Ag (4g +272)? AG (Ap + 272) AB (Aq + 272) 


1 40+2v2 yl 2 v2 A ys 
a fyi. Ao x, ~ zi Z It 3 ie: 2 é ep Bnet = (9b) 
A A, yet3ay,+3a A (a+2y, 


0 
iii a+2ye2 

ees 1 ae Eg Bea +2a[— v2 ae 
A?(a+2y,.) A A A (a+2y,)8 


a+2y2 

al 1 ort ee sen eee 
A®(a+2 72)? <A®(a+2y) AS A 
[2 6 l 2 1 1 ee 

+a -- 2 — 

A (a+2y2)* A? (4427)? AP (2+ 249)? AP (a+ 27) 

ao85 hs oa E; 5 a =e 2 V2 

Ad A 


0 


473 
3 + 3a 72+ 3a? 
y Ae 9 B 6B 12 B(b + 2) 


se 3-30 B zal ra fi aes = (1 + 6) 
(14 by 4B 


(9c) 
CONS asd sere y+ 2S w2|—s| wu SS av t 
(1 + 5)! ; ¥2 v 


ya 


+o ew 


A 
ia Ae 


1 2 sy oes re 1 1 4 
Ag (4g +28)? AG (Ag +281)? — AG (Ay + 2-81) 


| ote ( Ag 2 By) ee a aes 2 
Lyre “B|- a | 3 [4A (@+26)* 42 (0+28,) 


A 
= Ut WBE 


+ (9d) 


a+2By 
4 (a+28,)? A4(a+28;) _ A® A 


i 


in (9) sind 7, Yo. ¥ 5, B, Variationsparameter, deren Wert aus der Bedingung 
bestimmt wird, dass die Einelektronenergien minimal sein miissen. Als Rand- 
bedingung haben wir die Forderung beriicksichtigt, dass die Wellenfunktionen 


3* 
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| 


von Zustiinden mit gleicher Nebenquantenzahl und magnetischer Quantenzahl 
aufeinander orthogonal sein miissen. Die Wellenfunktionen (8) entsprechen 
dieser Bedingung. 

Die in den Tabellen I, II und III dargestellten Funktionen haben wir auch 
in Fig. 1 aufgetragen. Die Ubereinstimmung ist so gut, dass gewisse Kurven 
zusammenfallen. Somit kénnen wir feststellen, dass die von uns durch numeri- 
sche Integration der Gleichung (5) gewonnenen Ergebnisse mit den Lésungen 
der Hartree—Focxschen Gleichungen [3], unsere mit der Variationsmethode 
erzielten Resultate hingegen mit den Variationsfunktionen von DUNCANSON 
und Coutson, bzw. Tunis [4] in weitgehendem Masse zusammenfallen. 


: 
: 
: 


Tabelle I 


Normierte 1s-Einelektron-Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Sauerstoffatoms nach 

der Methode von Hartree (a), HARTREE—Fock (6), und nach der Variationsmethode von 

DuNcANSON— COULSON (c) berechnet ; mit dem universellen Potential (d), und fiir die Elek- 
tronenverteilung des O?~-Ions mit der Variationsmethode berechnet (e) 


HARTREE Hartree—Focx | DUNCANSON— Variations- oO 
r CovuLson wert 
(a) (6) (c) (d) (e) 

0,00 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
0,01 0,3981 0,3985 0,3934 0,3951 0,3949 
0,02 0,7354 0,736 0,7286 0,7317 0,7314 
0,03 1,0174 1,020 1,012 1,016 1,016 
0,04 1,2554 1,256 P2508 15255 1,254 
0,06 1,6098 1,609 1,608 1,614 1,613 
0,08 1,8338 1,833 1,840 1,845 1,844 
0,10 1,9622 1,961 1,973 1,977 1,977 
0,12 2,0172 2,015 2,031 2,034 2,034 
0,14 2,0162 2,015 2,032 2,035 2,035 
0,16 1,9759 1,974 1,992 1,994 1,994. 
0,18 1,9074 1,905 1,923 1,923 1,923 
0,20 1,8199 1,818 1,833 1,833 1,832 
0,25 15577 1555 1,561 1,559 1,559 
0,30 1,2825 1,281 Lut 1,273 1,274 
0,35 1,0286 1,028 1,015 1,012 1,012 
0,40 0,8105 0,811 0,791 0,7868 0,7872 
0,45 0,6295 0,631 0,6063 0,6023 0,6029 
0,50 0,4833 0,486 0,4591 0,4558 0,4561 
0,6 0,2778 0,281 0,2559 0,2535 0,2537 
0,7 0,1562 0,160 0,1387 0,1369 0,1372 
0,8 0,0864 0,090 0,07362 0,07254 0,07765 
0,9 0,0470 0,0505 0,03847 | 0,03782 0,03788 
1,0 0,0257 0,0285 0,01985 0,01948 0,01951 
1st | 0,0138 0,016 0,01014 | 0,00992 0,00994, 
152 0,0074 0,009 0,00514 0,00502 0,00503 
1,4 0,0019 0,003 0,00126 0,00126 
1,6 0,0004 0,001 0,00031 0,00031 
1,8 0,0001 0,00007 0,00007 
2,0 0,00002 0,00002 
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Tabelle II 
Normierte 2s-Einelektron-Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Sauerstoffatoms nach 
der Methode von HartreEE (a), HanTREE—Fockx (b), nach der Variationsmethode von DUN- 
‘C€ANSON—COULSON (c) und TuBts (d) berechnet ; mit dem universellen Potential (e) und (f) 
und fir die Elektronenverteilung des O?—-Ions mit der Variationsmethode berechnet (g) 


- HARTREE HARTREE— | DuNcANSON— Tunis Variations- | Numerischer o2- 
a r Fock CouLson wert Wert 
a (a) (6) (c) (4) (e) (f) (g) 
= .0,00 0,0000 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
0,01 0,0902 0,090 0,0886 0,0876 0,0646 0,0950 0,0734 
0,02 0,1663 0,166 0,1630 0,1612 0,1211 0,1706 0,1352 
0,03 0,2299 0,230 0,2249 0,2222 0,1507 0,2357 0,1863 
0,04 0,2823 0,282 0,2750 0,2720 0,1809 0,2888 0,2283 
0,06 0,3576 0,355 0,3459 0,3416 0,2755 0,3636 0,2874 
0,08 | 0,4004/ 0,396 0,3836 0,3787 0,3163 0,4038 0,3197 
0,10 0,4174 0,410 0,3947 0,3896 0,3373 0,4171 0,3296 
0,12 0,4138 0,403 0,3838 0,3799 0,3412 0,4079 0,3220 
0,14 0,3938 0,379 0,3577 0,3540 0,3307 0,3820 0,3018 
0,16 0,3614 0,342 0,3186 0,3143 0,3080 0,3433 0,2704 
0,18 0,3190 0,295 0,2699 0,2678 0,2752 0,2944 0,2304 
0,20 0,2694 0,241 0,2146 0,2144 0,2341 0,2386 0,1862 
0,25 +0,1249 | +0,086 | +0,0588 | +0,0596 | -+0,1051 | +0,0805 | +0,0583 
0,30 —0,0319 | —0,079 |—0,1048 | —0,0988 | —0,0450 | —0,0885 | —0,0776 
0,35 —0,1837-| —0,240 |—0,2623 | —0,2548 | —0,2036 | —0,2471 | —0,2092 
0,40 —0,3316 | —0,388 |—0,4057 | —0,3953 | —0,3579 | —0,3946 | —0,3330 
0,45 —0,4616 | —0,519 |—0,5335 | —0,5219 | —0,5021 | —0,5246 | —0,4448 
0,50 —0,5747 | —0,632 |—0,6434 | —0,6306 | —0,6317 | —0,6358 | —0,5355 
0,6 —0,7488 | —0,800 |—0,8089 | —0,7955 | —0,8380 | —0,80°8 | —0,7011 
0,7 —0,8593 | —0,902 |—0,9121 | —0,8999 | —0,9707 | —0,9041 | —0,8080 
0,8 —0,9179 | —0,951 —0,9653-| —0,9546 | —1,039 | —0,9531 | —0,8786 
0,9 | —0,9368 | —0,960 |—0,9780 | —0,9226 | —1,051 | —0,9624 | —0,9122 
1,0 —0,9268 | —0,941 |—0,9619 | —0,8732 | —1,025 | —0,9433 | -—0,9202 
1,1 —0,8967 | —0,902 |—0,9236 | —-0,9226 | —0,9689 | —0,9044 | —0,9056 
152 —0,8535 | —0,851 |—0,8716 | —0,8732 | —0,8943 | —0,8534 | —0,8771 
—0,7472 | —0,732 | —0,7436 | —0,7501 | —0,7234 | —0,7382 | —0,7876 
= Sere —0,610 —0,6080 | —0,6176 | —0,5542 | —0,5979 | —0,6793 
1,8 —0,5281 | —0,499 |/—0,4816 | —0,4926 | —0,4082 | —0,4948 | —0,5664 
2,0 —0,4334 | —0,401 |—0,3720 | —0,3831 | —0,2918 | —0,3957 | —0,4616 
2:2 —0,3521 | —0,319 |—0,2816 | —0,2921 | —0,2037 | —0,3127 | —0,3679 
2,4 —0,2837 | —0,252 |—0,2096 | —0,2189 | —0,1397 | —0,2429 | —0,2885 
2,6 —0,2273 | —0,198 |—0,1544 | —0,1620 | —0,0941 | —0,1906 | —0,2241 
2,8 —0,1813 | —0,154 |—0,1116 | —0,1183 | —0,0626 | —0,1475 | —0,1707 
3.0 —0,1441 | —0,120 |—0,0802 | —0,0856 | —0,0411 | —0,1136 | —0,1293 
3.2 —0,1141 | —0,093 |—0,0571 —0,0268 | —0,0872 aie 
3,4 —0,0901 | —0,071 |—0,04033 —0,0173 | —0,0668 sees 
3,6 —0,0710 | —0,055 |—0,02828 —0,0110 | —0,0510 ager 
3,8 —0,0558 | —0,042 |—0,01533 —0,0071 | —0,0389 p 
, : ; —0,0044 | —0,0296 | —0,02864 
4,0 —0,0438 | —0,0325 | —0,01366 ; : 
4,5 —0,0238 | —0,0165 | —0,00537 —0,0014 | —0,0153 | —0,01278 
x : : —9'0004 | —0,0079 | —0,00556 
5,0 —0,0126 | —0,0085 | —0,00204 ; ial ee 
5,5 —0,0066 | —0,0045 | —0,00076 | —0,0001 | Srl ee 
6,0 —0,0035 | —0,0025 | —0,000285 Bi hee 
6,5 —0,0019 | —0,001 | —0,00010 | 000017 
7,0 —0,0010 | —0,0005 | —0,00004 | , 


ny 
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Tabelle I 
i -Einelektron-Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Sauerstoffatoms nach 
Dee ey trea tierees (a), HanTREE—Focx (6), nach der Variationsmethode von Dun- 
CANSON—COULSON (c), und TuBis (d) berechnet; mit dem universellen Potential (e) und 
(f) und fiir die Elektronenverteilung des O° -Ions mit der Variationsmethode herechnet (g) 


. “a CRAG = = r See * 

=| ataceman 7] Hansa —“fecastmene—)- rier te] Tosetoneet eee ama 

(a) (b) (c) (a) (e) (f) (g) 

0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 — 
ne Aire 0,0015 0,0008 0,0008 0,0009 0,0014 0,00051 
0,02 0,0050 0,0055 0,0032 0,0032 0,0033 0,0056 0,0020 
0,03 0,0118 0,0115 0,0071 0,0071 0,0074 0,0121 0,0045 
0,04 0,0182 0,020 0,0124 0,0124 0,0128 0,0208 0,0078 
0,06 0,0381 0,042 0,0267 0,0267 | ~ 0,0275 0,0431 0,0169 
0,08 0,0630 0,069 0,0454 0,0454 0,0468 0,0708 0,0289 
0,10 0,0917 0,100 0,0679 0,0679 0,0699 0,1027 0,0436 
0,12 0,1233 0,134 0,0936 0,0936 0,0962 0,1376 0,0605 
0,14 0,1568 0,170 0,1218 0,1218 0,1252 0,1742 0,0794 
0,16 0,1917 0,208 0,1522 0,1522 0,1563 0,2119 0,1000 
0,18 0,2263 0,246 0,1843 0,1843 0,1891 0,2502 0,1220 
0,20 0,2632 0,284 0,2176 0,2176 0,2232 0,2884 0,1452 
0,25 0,3521 0,377 0,3043 0,3042 0,3117 0,3815 0,2071 
0,30 0,4359 0,465 0,3922 0,3944 0,4011 0,4649 0,2721 
0,35 0,5119 0,544 0,4777 0,4776 0,4879 0,5455 0,3380 
0,40 0,5793 0,614 0,5584 0,5582 0,5695 0,6134 0,4028 
0,45 0,6373 0,674 0,6325 0,6323 0,6439 0,6713 0,4652 
0,50 0,6858 0,724 0,6989 0,6986 0,7107 0,7199 0,5241 
0,6 0,7568 0,797 0,8060 0,8073 0,8172 0,7904 0,6284 
0,7 0,7977 0,839 0,8787 0,8818 0,8890 0,8312 0,7123 
0,8 0,8152 0,855 0,9192 0,9151 0,9272 0,8480 0,7747 
0,9 0,8150 0,852 0,9227 0,9295 0,9371 0,8467 0,8165 
1,0 0,8022 0,835 0,9213 0,9209 0,9238 0,8315 0,8394 
1,1 0,7809 0,808 0,8928 0,8942 0,8926 0,8065 0,8457 
1,2 0,7531 0,774 0,8510 0,8541 0,8491 0,7748 0,8881 
1,4 0,6880 0,696 0,7430 0.7412 0,7369 0,7037 0,7910 
1,6 0,6187 0,613 0,6219 0,6235 0,6137 0,6039 0,7164 
1,8 0,5507 0,533 0,5049 0,5032 0,4958 0,5369 0,6287 
2,0 0,4867 0,459 0,3998 0,4001 0,3903 0,4619 0,5382 
2,2 0,4281 0,391 0,3103 0,3118 0,3014 0,3944 0,4516 
2,4 0,3741 0,332 0,2369 0,2366 0,2287 0,3317 0,3727 
2,6 0,3274 0,280 0,1784 0,1788 0,1713 0,2824 0,3033 
2,8 0,2850 0,236 0,1327 0,1327 0,1267 0,2375 0,2439 
3,0 0,2474 0,198 0,0977 0,0977 0,0927 0,1991 0,1941 
3,2 0,2144 0,165 0,0713 0,0713 0,0673 0,1665 0,1532 
3,4 0,1858 0,138 0,0516 0,0516 0,0485 0,1389 0,1199 
3,6 0,1605 0,115 0,0371 0,0371 0,0347 0,1157 0,0932 
3,8 0,1384 0,095 0,0265 0,0265 0,0246 0,0962 0,0720 
4,0 0,1191 0,079 0,0189 0,0189 0,0174 0,0799 0,0553 
4,5 0,1814 0,049 0,0079 0,0079 0,0071 0,0499 0,0280 
5,0 0,0552 0,030 0,0006 0,0006 0,0029 0,0310 0,0139 
5,5 0,0372 0,0185 0,0002 0,0002 0,001] 0,0191 0,0067 
6,0 0,0249 0,011 0,0001 0,0001 0,0004 0,0117 0,0032 
6,5 0,0166 0,007 0,0002 0,0070 0,0007 
7,0 0,0111 0,004 0,0039 0,0004 
8,0 0,0048 0,0015 
9,0 0,0021 0,0005 
10,0 0,0009 
11,0 0,0004 
12,0 0,0002 
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3 Wir bemerken, dass wir in (8) fiir die Wellenfunktionen absichtlich solche 
Ansiatze gewahlt haben, welche mit den von den obigen Autoren gebrauchten 


_ zusammenfallen. Fiir den Zustand 2s haben wir auch mit einer andersgearteten 


- 


- Wellenfunktion Berechnungen durchgefiihrt, es hat sich aber dabei gegeniiber 
den mit der vorangehenden Variationswellenfunktion gewonnenen Ergebnissen 
eine wesentliche Abweichung herausgestellt. So sieht man bei der Wellenfunk- 
tion klar, dass die mit (8b) bzw. mit (8b’) berechneten Funktionen voneinander 
wesentlich abweichen (Siehe F ig 2). Auf Fig. 1 ist es sofort auffallend, dass die 


Q5 


: | 
Fz Duncanson- Coulson 
Va 
ed 
- Z { 
a5 4’ iHartree-Fock | 
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Fig. 2. Normierte 2p-Einelektron-Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Sauerstoff- 
atoms nach der Methode von HarTREE, HARTREE— Fock, DUNCANSON—COULSON und fiir 
das O?—-Ion, mit der Variationsmethode bestimmt. Die vorkommenden Grdssen sind in atoma- 
ren EHinheiten gegeben 
HartreeEschen, die Focxschen und die Variationslésungen voneinander in vieler 
Hinsicht abweichen. So sieht man, dass in den vom Atomkern fernliegenden 
Gebieten die Hartreesche Lisung am meisten hinauslauft, wogegen dies 
fiir die Focxsche in viel geringerem Masse der Fall ist, wahrend die Variations- 
lésung viel steiler abfallt als diese beide. Die Ursache des steilen Abfallens der 
Variationslésung liegt offenbar in der einfachen Gestalt der Funktion und in 
der Tatsache, dass die vom Kern entfernten Gebiete keine so wesentliche 
Rolle bei der Bestimmung der Energie spielen als die inneren Gebiete und die 
Umgebung des Maximums. Auch die beiden »self-consistent field« Liésungen 
sind die Lésungen von Differentialgleichungen, welche dadurch gewonnen 
wurden dass die Energie zum Minimum gemacht wurde, aber infolge der 
numerischen Lésung kommen diese Liésungen auch in den dusseren Gebieten 
an die Wirklichkeit mehr heran. (In der Tat geschieht dies in dem, der gegebenen 


Naherung entsprechenden, bestméglichen Masse.) 
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Nun spielen aber bei molekularphysikalischen Erwagungen und auch 
in der Theorie der festen Kérper die ausseren Teile der Atome eine ausschlag- — 
gebende Rolle, und darum muss man auch auf dieses Gebiet ein entscheidendes 
Gewicht legen. Mit besonderer Klarheit tritt die Unzulanglichkeit der Varia- 
tionswellenfunktionen zu T age, falls wir z. B. auch die Variationswellenfunk- 
tionen des O2--Ions darstellen [5]. In den dusseren Gebieten konvergieren 
diese noch schneller gegen Null als die entsprechenden »self-consistent field« 
Lésungen fiir das Sauerstoffatom. 

Aus diesen Tatsachen geht mit vollkommener Klarheit hervor, dass es 
unumganglich notwendig ist, bessere Variationsmethoden auszuarbeiten, bzw. 
die Focxschen Gleichungen fiir méglichst viele Atome zu lésen. 
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CPABHEHHE BbIUHCJIEHHH, MPOBEQEHHbIX BAPHALIMOHHbIM METOJIOM 
MW METOJOM CAMOCOrJIACOBAHHOrO NOJIA JIA ONPEHEJEHUA 3JIEKT- 
POHHOM CTPYKTYPbI ATOMA KUCJIOPOTA 


P. TANTIAP u E. CABO 


Peswme 


B qaHHOl padote AIA ONpemeeHHA OAHOSTEKTPOHHBIX BOJIHOBBIX QYHKUHH W 9Heprun 
aTOMa KHCHOPOAa HCMOIb3YeTCA BBCACHHOe OHM M3 aBTOPOB NOTeHUMabHOe Mose, KOTOPOe 
MOKHO MIPHMCHNTb H AVIA ONpeAeIeHHA OMHONIEKTPOHHBIX COOCTBEHHBIX MYHKUHit Gomee 
TAKEIbIX ATOMOB. B BbIUHCIeCHHAX TIPHMeHeHbI HYMepHyecKHe UH BapHalMOHHbIe MeTOJBI. 
Zia coOcrsenubix dyHKuMit AaloTcA CBOAHIe TaOTMUEI U PHCYHKH, KOTOpPbIe awT BO3SMOK- 
HOCTb JWIA CpaBHeCHHA Pe3YJIbTATOB, NONYYeHHbIX PasHbIMH MeTOsamu. M3 Ta6muI BHJHO, ¥TO 
MOJYYCHHbIC AHAJIHTHYECKHM, HeMOCpeACTBeEHHO BapHallHOHHbIM METOOM pelleHHA BO BHELLI- 


HHX OOACTAX SHAYHTeJIbHO OTIMYAOTCH OT P€3YJIbTATOB, BbIUHCeCHHbIX HYMepHyeCKH H 
ME€TOXOM CaMOCOrIacOBaHHOrO NOJA. 
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THE PHASE SHIFTS FOR THE THOMAS-FERMI POTEN- 


TIAL CORRECTED FOR THE SELF-INTERACTION OF 
3 THE ELECTRON 
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In this paper using the approximate Rozental solution for the Thomas-Fermi function 
for free neutral atoms we derive a formula for the phase shifts for the Thomas-Fermi poten- 


_ tial, which does not include the electrostatic self-interaction of the electron. The derivation 
_ of this formula for the considered phase shift is similar to the Born method, and the difference 


consists only in the fact that instead of Bessel functions we take hydrogenic functions. 


As known a number of modifications in the Thomas-Fermi potential 
have been suggested [1], one of them is the Thomas-Fermi potential corrected 
for the self-interaction of the electron which may be expressed by the following 


- formula: 


V(r) = —[(Z—-]) 2? B (r/p) + e*]/r, (1) 


where @ (r/u) is the universal Thomas-Fermi function for free neutral atoms 
of atomic number Z and uw = 0.88534 a,/Z’*. In the last formula for fi; a, 
is the Bohr radius. In the present paper we derive an analytical formula for 
the phase shifts using the potential given by equation (1). First we write the 
Schrédinger equation for this potential : 


9 


PR Ee [Ee ee Gia) 4 ae R= 0. (2) 


2 
dr? h2 r r 


Since the Thomas-Fermi function @(r/u) vanishes more rapidly than the 
term e2/r, the Schrédinger equation (2) turns for a sufficient large r into the 


following Schrédinger equation 


So (2 (e+ Z| “EPS |r=o. (3) 
dr® h? r 


Using the following notations 


we can write the bounded solution ,R, of the Schrédinger equation (3), as_ 
known [2], in the following form : 
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LF, (I+ 1 — im, 21-4 2, 2 thr). 


The properties of the bounded solution ,R, have been studied extensively 
by Breit and his collaborators. They have shown that this solution has for 
large kr the following asymptotic behaviour : 


L 
oR, (kr) > sin (kr — y'n 2 kr — - + 6,.)> (6) 


where the symbol 6,, denotes. the Coulomb phase shifts 
6,-¢ = arg’ (I1+1+ in). (7) 


The bounded solution R, of the Schrédinger equation given by equation (5) 
has for large kr according to the theory of the phase shifts the following 
asymptotic behaviour: 


R, (kr) — sin (kr — nln 2 kr — > + d:¢+ 4); (8) 


where 06, is the phase shift caused by the term of the Schrédinger equation 
(2) which includes the Thomas-Fermi function. Multiplying the Schrédinger 
equation (3) by ,R, and the Schrédinger equation (2) by R,; and subtracting 
we obtain an expression which after integration, bearing in mind the 
asymptotic behaviours of ,R, and R, given by formulas (6) and (8), gives us 
for the phase shift 6, the following expression : 


2 . 
sin 6, = ar (Z — 1)e* ( dr @ (r/1u) JR, (kr) R, (kr) r-?, (9) 
(Jr 0 


Using the notation 9 = kr and substituting for the unknown bounded solution 
R, the known solution oR, we obtain for larger quantum numbers / the following 
approximate expression for the phase shift 6,: 


2m 


ARK 


6, (Z—1)e? {a e® (0/1uk) oR? (0) 07. (10) 
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_ In order to obtain an analytical expression for 6, we must admit such appro- 
ximate solutions for the Thomas-Fermi function ® appearing in equation (10) 
E which allows calculating the integral occurring in equation (10). 

A convenient form is the approximate solution of the Thomas-Fermi 
function for free neutral atoms given by Rozenrtat [3], 


wW 


3 
P (rip) = Fae", (11) 
where the constants a; and b; are given by a, = 0,255, a, = 0,581, 
a, = 0,164, b, = 0,246, b, = 0,947, b, = 4,356. 


Substituting equation (11) into equation (10) we obtain for the phase shift the 
following formula [4] : 


a 2m 
i2k 


8 7 es EM la 
= e-NesM(1+ sa, (12) 


where the symbol M, (1 + 227%) is given by 


: 2 121 eee i 
mareey = bemL 2a (taal 
Ze 1+2 1+ iz 


[Pc+itinl ip, 


2 
co ee eS ee ie a ae 


In the last formula for M, the symbol ,F, denotes the hypergeometric 
function. The formula for the phase shifts 6, for the Thomas-Fermi potential 
which is corrected for the self-interaction of the electron is not simple for 
practical calculations. If we adopt for the Thomas-Fermi potential 


V (1) = — Ze @ (r/u)/r (14) 


it means that the potential of equation (14) includes the electrostatic self- 
interaction of the electron ; in this case in the Born approximation we obtain 
for the phase shifts in atomic units the following formula [5] for the RozENTAL 
approximate solution for 7 (Born) : 


i eho go Loa be |? 
Born) = —= a;Q,; [i + — ere | , (15) 
is JE a 2 (HVE, 
The symbol Q, denotes the Legendre functions of second kind. In Table I we 


have a comparison of 7) (Born) with the numerical values for the phase 


shift given by HENNEBERG [6] for Y= 80 and E = 2*. 
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Table I 


A comparison of the phase shifts according to formula (15) with the numerical values 
of HENNEBERG 


p | Nemesievenene | (Bons) og. (1) 
0 203° 208°40¢ 
1 157° 152-1h6 
2 129°50’ _ 124°487 
3 111°30’ 107°04’ 
4 98° 94°15’ 
5 87°50’ 84°18’ 


For the constants a; and b; were taken the values of RozENTAL. Table I shows 
that for larger / the phase shifts 7, (BORN) give good results. Since the formula 
(12) for 6, was carried out in the same mode as is required by the Born appro- 
ximation we may expect that 6, will give also good results. It is necessary to 
stress that the solution ,R; fits the exact solution R; better, than the Bessel 
function of half integral fits the exact solution of the Schrédinger equation 
for the potential given by eq. (14). 
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INVESTIGATIONS ON THE MODERATING 
PARAMETERS OF “DOWTHERM A” AT DIFFERENT 
TEMPERATURES 


By 
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; Moderating parameters of a medium consisting of 26,81% diphenyl and 73,19% diphenyl 

oxide have been tested at different temperatures. The temperature dependence of the 
diffusion length has been found to obey the empirical relation Lp = 4,002 exp (0,0014 T). 
The slowing down length has been found to be Ls = 11,24 + 0,06 cm at 36° C. At higher 
temperatures the slowing-down length increased considerably, so that the testing tank could 
not be considered any longer as being of infinite size and therefore only the temperature 
dependence of the most probable slowing-down length for this tank of finite dimensions 
could be specifically given. 


1. Introduction 


A few years ago it was suggested to investigate whether certain organic 
compounds prove useful as moderating materials and coolants for reactors. 
As generally known [1], research aimed at developing nuclear reactors operat- 
ing with organic moderators and coolants has been started on a large scale. 

One group of cyclic organic compounds (diphenyl, isopropyl-diphenyl, 
terphenyl, etc.) shows especially favourable characteristics. Thus diphenyl e.g. 
proves to be very stable against decomposing effects of high-energy radiation 
and high temperature ; it has a high boiling point (255,6° C) and its vapour 
pressure retains its low value even at temperatures above the critical tempera- 
ture of water (diphenyl vapour pressure amounts to only 1,4 atm at 418° C). 


It appears to be remarkable that fuel elements contacting diphenyl show almost 


no sign of corrosion at high temperatures, a favourable difference from fuel 


elements contacting water. As diphenyl does not contain oxygen, it does not 
become radioactive in the active zone. This circumstance contributes largely 
to simplify protection. Physical and chemical properties of diphenyl — defin- 
ing the character of the diphenyl boundary layer forming on metallic surfaces — 
are very advantageous. Another favourable fact may be that a negative tempe- 


rature coefficient has been found for the multiplication constant of a system 
or. It may be expected that parameters of 


hose of natural water, as the unit 
olume of natural 


containing diphenyl as a moderat 
the diphenyl moderator will be superior to t 
volume of diphenyl contains less hydrogen atoms thanthe unit v 


water. 
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Although dipheny] belongs to the group of organic compounds sufficiently 


resisting decomposing effects of both radiation and temperature it must be 
expected, however, that at high temperatures radiation effects will initiate 
chemical changes (polymerization, hydrogen formation, etc.) in diphenyl. 
These changes have been studied by several scientists [2]. The heat transfer 
coefficient of diphenyl seems to be not too favourable if compared with the 
same parameter of natural water, however, compared with the heat transfer 
coefficient of carbon dioxide used in gas-cooled reacher systems, diphenyl will 
prove to be definitely superior. 

Pure diphenyl has a rather high melting point (70° C), while an eutectic 
mixture of diphenyl and diphenyl oxide shows a substantially lower melting 
point (12,3° C). This eutectic mixture of diphenyl and diphenyl oxide, known 
as Dowtherm A, is already familiar in the chemical industries as a heat transfer 
agent. Many data may be found in the literature on the general physical and 
chemical properties of Dowtherm A (also known as diphyl), but almost no data 
have been published on diphyl as a moderating material. The only exception 
is a recent study by BLackman, LAKEy and Preston [3]. These authors have 
determined at low temperatures, probably at normal ambient temperature, 
the slowing-down length for the fission spectrum. Similar data are probably 
available at different research laboratories, where, as it is well known, great 
efforts are being made to develop reactors using organic moderators and coo- 
lants (especially diphy]l). 

Our measurements served the purpose of analysing moderator parameters 
and the temperature dependence of the latter to be used in design studies 
of diphyl-moderated nuclear reactors. 


2. General physical and chemical properties of the Dowtherm A agent 
used in the experiments 


Chemical analysis resulted in the following particulars concerning the 
composition of Dowtherm A as used in experiments by the authors : 


C — 87,15%, 
H — 5,97%, 
O— 6,88%. 


Conventional analytical methods were insufficient to prove the presence 
of any nitrogen, sulphur or haloid elements in the mixture (no ash remained 


after burning the test sample). The following Table has been prepared based 
on elemental analysis : 


—_—_—_————————————————— 
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. Denomination | molar % | weight % tied ie me 

; literature [4] 

vag 

diphenyl <2. 25.03 28,33 26,81 26,5 
diphenyl oxide ... 71,67 73,19 73,5 


; It can be seen that the composition of the mixture investigated does not 
differ significantly from that given in the sources quoted in the literature 
(corresponding to exactly the eutectic composition). Melting and_ boiling 
points were measured to have the following values : 


t 

Mixture °C measured Ae Ste 
TPG EYRE - eG ieee Ooo bomb 13,0 12,3 
boiling point (760 mm Hg) ......... 256,0 258 


Fig. 1 shows the temperature dependence of specific weight (density), 

viscosity, vapour pressure, specific heat and heat conductivity of diphyl as 

investigated by the authors. Measured values show a good agreement with 
the data available from the literature [5]. 
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3. Methods of measurement and description of the measuring equipment 


Po-Be neutron sources have been used for our measurements. When start- 
ing the measurements, source activity amounted to 3,10’ n/sec. Hater measure- 
ment data had to be corrected according to reduced source activity. 

A silver foil with a diameter of 25 mm and a thickness of 98,16 mg/sec? 
has been used as neutron detector. The silver foil has been chosen with regard 
to the circumstance that investigations were to be continued up to tempera- 
tures exceeding the melting point of indium (i.e. 156,4° C). The silver foil 
has been used as a thermal neutron detector, i.e. the activity of the cadmium- 
coated silver foil has been always subtracted from that of the foil without 
cadmium cover. Thickness of the cadmium sheath fitted snugly to the foil 
amounted to 500/mg/sec?. 

As already known, Ag! produced from Ag?’ through neutron capture 
has a half-period of 2,3 minutes, while decay of the Ag! as produced from Ag! 
is characterized by a half-period of 24,2 seconds or 270 days resp. (for its 
isomer). Activation cross sections for thermal neutrons may be summarized 


in the following Table: 


0, (Agi? > Agi’) — 44 + 9b, o,(Agi®— > Ag) — 110 + 206 


and 


o% (Ag!9_, Agl0*) — 2.8 + 0,5b. 


Tt can be seen that radioactive decay of isomeric Ag!* having a much 
longer half-period plays an unsignificant role in the values of the measured 
activity. Relatively short half-periods make quick andreproducible processing 
of the foil absolutely necessary. As activation time 12 minutes was chosen 
while exactly 36 seconds after finishing the activation an 8-minute evaluating 
measurement was begun. 

Foil activity has been measured in a plexiglass-lined lead column using 
end-window counter tubes of the Soviet SI-2V type. The foil was placed at 
a distance of 30 mm from the 40 mm dia. mica window of the counter tube, 
the window thickness being 2,5 mg/cm?, Soviet PS-10 000 type pulse counters 
have been used for recording the pulses. 

The squared migration length has been determined according to the 
usual method using the position function of the activity of the silver foil 
utilised for thermal neutron detection. Let us denote by A, (r) the activity 
of the silver foil (without cadmium cover) placed at a distance r from the 
point-like neutron source, subsequent to an activation period of given duration. 
Denote by A, (r) the activity of a silver foil placed into a cadmium sheath 
and irradiated under identical conditions. If the quantity A (r) = A, (r) — 
— A, (r)is known, relation 


VF 
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permits to compute the squared migration length for neutrons slowed down 
below the energy level of cadmium cut-off, because, in a moderating medium 
of ae dimensions, for the case with spherical symmetry we have < Tea aS 
= 6 L},. Integrals figuring in the expression < r¢q > have been determined by 
planimetration of the experimental curves. At large distances from the neutron 
- source, where measurement data are no longer available, activity values extra- 
polated from the last segment of the experimentally-defined curve and, 
as already known, satisfying the asymptotic relation A (r) ~ r~? exp (— r/A) 
_ have been used. 


“VE ite 


In a system which may be regarded as having infinite dimensions, migra- 
tion, slowing-down and diffusion lengths are interconnected by the relation 
eo se Ls. By determining — through use of a convenient method — 
the actual value of the diffusion length Lp the squared slowing-down 
length corresponding to the energy level of cadmium cut-off may be simply 
computed. 

For measuring the diffusion length, FERMt’s method has been chosen, 
because the relaxation length A of the neutrons emitted by the Po-Be neutron 
source — as measured in diphyl — exceeds the diffusion length to be expected. 
It is known [6] that for this case the diffusion length cannot be directly deter- 
mined from the distribution of thermal neutrons. Placing, however, a plane 
consisting of a cadmium plate of given thickness (this plane being considered 
as of infinite dimensions at a predetermined distance from the neutron source, 
the neutron density measured behind this plane is given, as well known, by 
the relation n, (r) = n, (r) — exp (— r/Lp), where ny (r) denotes the neutron 
density for the case without the cadmium sheath. Thus the diffusion length 
can be simply computed from the difference n, (r) — ng (r), in so far as the 
medium can be regarded as having infinite dimensions. 

A schematic diagram of the measuring apparatus appears in Fig. 2. 
This is essentially a tinplated cylindrical steel tank having a volume of 800 
litres, a diameter of 940 mm and a height of 1000 mm (6). This tank is sur- 
rounded by flanges along its upper and lower rims, while three tubes of 90 mm 
dia. placed at 120° to each other pass through the flanges. The lower extensions 
of these tubes form the pedestal of the tank, this being shut-off through welded- 
in disks. This tube pedestal contains the mixer blades (7) fixed to the hollow 
shaft and driven by the mixer motors (2). Counter-current circulation provides 
a full exchange of the total fluid volume within five minutes. Circulation path 
follows from the bottom part of the tank through a tube stub (9) to the tube 


A Acta Physica X/2. 
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Fig. 2. Schematic diagram of testing equipment. (See pages 177, 178 and 179) 


pedestal, while the fluid is re-introduced to the tank through the upper channel 
(12). Thermosyphon type circulation is operating to produce an opposite 
effect. As a net result efficient mixing and maximum temperature stability is 
being obtained. 

The electrical heater (8) is a three-phase wye-delta connected unit, ensur- 
ing a maximum power output of some 25 kW. Heating elements made from 
flat “Kanthal” wire and insulated by ceramic beads have been mounted into 
three sector-shaped steel plate holders and fixed to the tank bottom. 


A —- “a 
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4 The heater is surrounded by a second, heat-insulating case mounted with a 
_ gap of some 5 cm, just in the way as the outer case (4) surrounds the tank walls. 
3 ‘Within the tank the cadmium separator plate (10) can be moved along 
; channel-shaped guide ways and can be lifted — being balanced by a counter- 
_ poise — to the upper chamber of the cooling tower (13). Behind the cadmium 
plate an aluminium-alloy frame (11) holding the neutron source has been 
mounted ; this can be moved to any arbitrary position, while its position data 
may be read off a scale. 

The foil to be activated is to be inserted into an externally-accessible 
_ groove of the holder (5) made of thin, high-strength aluminium sheet. This 
; holder (5) has been mounted on to a slide structure made of heavier-gauge alu- 
_minium-plate, its lateral surface being provided with rack teeth, so that it can 
be brought nearer to or removed from the neutron source by means of a 
gearwheel. Distance can be read off a measuring mechanism graduated in 
millimetres.* The constant temperature value of the medium to be introduced 
into the tank is being ensured by a contact thermometer (1) giving a precision 
of + 0,2° C. Parts of the contact thermometer protruding from the tank, as 
well as mixer motors have been surrounded by a water-cooled jacket, which 
enables the apparatus to be operated at higher temperatures (around 200 to 250 
centigrades). 

The controlling contact thermometer has been placed upstream of one 
of the inflow openings, which brought forth a considerable increase in the sen- 
sitivity of temperature control, as the warmed-up fluid drawn from the heater 
surface made direct contact with the contact thermometer. For the sake of 
greater reliability a second contact thermometer has also been installed, the 
latter operating at a temperature exceeding by a few centigrades that of the 
first thermometer. In case of a failure of the first thermometer a safety switch 
disconnects the whole arrangement and simultaneously operates an alarm 
signal. 

The tank is being hermetically closed by the sealed, bolted-down flange 
of column (13). 

In the design of the equipment attention has been paid to enable all 
necessary control and regulation operations, insertion and removal of neutron 
source and measuring foil to be performed without disassembling the closed 
column. 

In case of high-temperature experiments the fluid condensating along the 
large, cold internal surfaces of the cooling column will flow back to the tank. 


* The foil is inserted and removed by means of a small servomotor placed into the 
cylindrical tube (not to be seen in the figure) mounted on the slot above the pibetiss goth 
is opened and closed by a magnetic switch. The slat one-sidedly ae ete oi an 
moving on a guided track is driven by this motor. The magnetic switch an the servo- 
motor are operated by the time switch determining the activation time. 


4* 
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4. Measurement results 


Determining the migration length characteristic for a quasi-infinite 
2 5 
medium may seem to be a simple task when < rcqg > is known. However 
— with size characteristics of the medium as investigated by the authors _ 
the relation <rcg > = 6L), cannot be regarded as being satisfied for 
every case. 
2 
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Fig. 3.r° A (r) versus distance for different temperatures : @ for 36,0° C, ® for 92,0° C, 
@ for 146,0° C and @ for 192,0° C 


Fig. 3. shows the variations of r2_4 (r) for 36,0, 92,0, 146,0 and 192.0 
centigrades. In case of diphyl the slowing-down length corresponding to neu- 
trons emitted by the Po-Be neutron source already attains considerable values 
for ambient temperature, as proved by the maximum place of the r2 4 (r) 
curve. Any increase in temperature shifts this maximum towards larger 
values of r. The curves show that computing the mean value has only sense 
for 36° C as for a higher temperature the medium cannot be regarded as being 
of infinite dimensions. Consequently, increments of the integrals figuring in 
the expression of the mean < rea > obtained by extrapolation will make a 
substantial part of the integral value. For measurements performed at 36° C 
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co 


extrapolation increments of the integral if r? A (r) dr amount to 8,2 per cent 


; : 0 Gy 
yg the integral value, while attaining 65,6 per cent for the integral Ge A (r) dr. 


| Extrapolation increments will be anyway much lower for the medium of infinite 
Z dimensions than increments determined by measurements for the same space. 
_ This is due to the fact that because of leakage neutron density is reduced in the 
"proximity of the boundary surface. Of course there will be the more leakage 
neutrons from a medium of given size the higher the actual value of slowing- 
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Fig. 4. Temperature dependence of the most probable slowing-down length 


down length. Using the estimations of BLACKMAN, LAKEY and Preston [3] 
the error due to finite system size amounts to no more than 1,5% at 36° C. 
For a temperature of 36° C the following values are being obtained :* 
A= 15,8 + 0,05 em, < req > = 864 + 12,04 cm?, Li, = 144 + 1,34 cm?. 

These values exceed the values measured by Buackman, LAKEy and 
PRESTON [3], 1. e. 

4=7440,3 em <r? > = 396419 cm, Ly = 66 + 3,5 cm? 
because the mean energy of the neutrons emitted by the Po-Be neutron source 
also exceeds the mean energy of the fission neutron sources. 

From the series of curves r2 A (r) measured at higher temperatures only 
the temperature dependence of the curve peaks is being shown by Fig. 4. 


* The value of A has been determined by the method of least squares, and its poral 
deviation through use of the inverse matrix method. The relatively low NO esta o 
L¥_ may be explained by the fact that it has been determined from data obtained through six 
independent measurements. 


Geometrical conditions have been much more favourable in so far as the 
measurements of the diffusion length are concerned. For relatively low values 
of the diffusion length our medium may be regarded as being of infinite dimen- 


sions. The table below shows the value of diffusion lengths as determined 
by the method of least squares for several temperature values, specifying 
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Fig. 5. Determination of the diffusion length on the basis of the position dependence of activity 
proportional to the neutron density as given by n, (r) — n, (r) = exp (— r/Lp). @ for 36,0° C, 
@) for 92,0° C, @ for 146,0° C and @ for 192,0 °C 


T | 36,0 | 92,0 | 14,60 | 192,0 


Lp | 4,214 + 0,006 | 4,541 + 0,002 | 4,934 ++ 0,005 | 5,245 + 0,004 


simultaneously the deviation as computed by the inverse matrix method 
while Fig. 5 is a diagram of the position function of activity values proportional 
to the neutron density ny, (r) — n, (r) = exp (— r/Lp). 
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It can be easily shown that for the temperature dependence of the diffu- 
sion length in Dowtherm A an empirical relation of the form 


Lp = Lp exp (8T) 
(LY, = 4,002 em, 8 = 0,0014 grad-1) 


diffusion length is the change in diphyl density. However, the temperature 
coefficient of the inverse density is somewhat less than the temperature coef- 


{ may be deduced. The primary reason for the temperature dependence of the 
: 
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Fig. 6. Diffusion length in Dowtherm A versus temperature (Lp = 4.002 exp (0,0014 T)) 


ficient of the diffusion length. PETRIE, Storm and Zweireu [7] have carried 
through a series of computations to define the oepcrarute dependence of 
the diffusion length in diphenyl.* According to their computations the tempera- 
ture coefficient of the diffusion length in diphenyl is again higher than that for 
the corresponding inverse density. Fig. 6 shows the temperature dependence 
of the diffusion length for the Dowtherm A sample tested by the authors of 


this paper. 


* Temperature dependence of the diffusion Jength in diphenyl may DF leat oy 
a formula similar to that given above with the only difference that Lp = 4, cm an 


@ = 0,0021 grad-}. 


; 
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Subtracting the value of the diffusion length measured at 36° C from the 
migration length equally measured at 36° C gives the squared slowing; (nvm 
length for the energy level of cadmium cut-off. It has been found that L, = 
— 126,3 -- 1,34 cm%. This is again higher than the squared slowing-down 
length as defined by BLACKMAN, LAKEY and PRESTON. 
It should be noted that perturbations due to finite thickness of the foil 
to be activated as well as of the cadmium sheath have been taken into account 


by introducing appropriate corrections. 
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MCCJENOBAHHA 3AMEJJIAIOWUX CBOMCTB OPrAHHYECKOrO BELECTBA 
MMOMJIA MPH PASHbIX TEMITEPATYPAX 


JI. MAJ, JI. BATA u H. KUL 
Pe3wmMe 


: IJapametpbl 3aMefyieHus HeliTpOHOB B OpraHWyecKOM BelllecTBe AMA (cocras : 
26,81% audenus u 73,19% OKUCb AHeHHAA) ObIN ONpe_eeHb! Mp pasHEIX TeMMepaTypax. 
Jiia TemmepaTypHoi saBucumocTu AupysvOHHOl WIHHbI Obi10 HaiiqeHo cuexyroulee SMMH- 
pHyeckoe COOTHOUIeHHe 


Lp (T) = 4,002 [1 + 1,4 10-3 T + 0,98 10-6 T?]. 


TA AJIMHbI 3aMejeHHsA pH Temnepatype 36 °C HaiiqeHo sHayeHue L = 11,24+ 0,96 cm 
JIA HeHTpOHOB Po-Be ucrouHHka. 
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INVESTIGATION OF CONCENTRATION DISTRIBUTION 


AROUND CRYSTALS IN AQUEOUS SOLUTIONS 


By 


G. Domoxos* and L. Maticsk6é 


INSTITUTE FOR EXPERIMENTAL PHYSICS, POLYTECHNICAL UNIVERSITY FOR THE BUILDING INDUSTRY 
BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 8. I. 1959) 


' 

Concentration distribution around growing and dissolving crystals is measured by a 
phase contrast method. The measurements indicate the existence of a boundary layer around 
the crystals, as discussed previously by Gyulai. 


Introduction 


Some years ago GyuLal hit upon the idea that crystals in growth should 
form a partially ordered boundary layer between themselves and “distant” 
parts of the solution [1—3]. 

In the works mentioned above GYULAI presented experimental evidence 
to prove his statement. Recently, one of us [4] performed direct concentra- 
tion measurements around growing crystals by a phase contrast method and 
found some direct evidence for the existence of GyuLAi’s boundary layer. 
On the other hand in [4] a second method has been proposed for the investiga- 
tion of the boundary layer. It was based upon the assumption that the solution 
of a birefringent crystal (being optically isotropic in its normal state) in the 
partially ordered boundary layer should possess at least some domains which 
are optically anisotropic. Such anisotropic domains have been indeed discovered 
by means of a polarization microscope around growing crystals of some mate- 
rials (e.g. CuSO,, NA,S,O, etc.). Rough estimations of the thickness of the 
layer were in qualitative agreement with the preliminary results of phase 
contrast measurements. 

The present work aims at a more detailed — and more quantitative — 
investigation of the boundary layer by the phase contrast method. Our princi- 
pal interest has been focussed on a possibly unambigous direct experimental 
proof of the existence of the boundary layer and on some features of the 
concentration distribution around a growing crystal. Some other questions 
(like the dependence of the properties of the boundary layer on circumstances 
of growth, etc.) are either under investigation or further experiments are 


planned to study them. 


* Now at the Central Research Institute for Physics, Budapest. 
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Experimental procedure 


Our measurements have been performed by a Zeiss “general phase 
contrast device” applied to a Zeiss LGOG type microscope. Aqueous solutions 
of different materials to be investigated have been put under the objective 
without any artificial regulation of temperature or evaporation rate, so all 
our investigations have been performed at room temperature and normal 
air resp. vapour pressure. Photographs have been taken with a magnification 
of 150 on a panchromatic film with a sensitivity of 17/10 Din®. They have 
been evaluated by means of an ‘<Oriphot”’ densitometer, applied to a microscope 
with a magnification of 36x. 

This device enabled us to produce phase contrast pictures of growing, 
resp. dissolving crystals in a relatively easy manner. It has, however, the 
disadvantage, that conditions during the process cannot be controlled exactly, 
so this procedure is not applicable to the investigation of the dependence of 
the boundary layer on different parameters (temperature, rate of growth etc.). 

Durations of expositions have been chosen in such a manner that we 
worked at the nearly linear part of the characteristic curve of our film. By this 
means the photometric evaluation of the pictures gave direct information on 
the relative change of concentration. 


Results 


Measurements have been performed on the following materials: KBr, 
CS(NH,)., C,H,(COOH),, Na,S,03. 
Results of some typical measurements are plotted in Figs. 1—5. Figs. 1—3 
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Fig. 1. Relative change of concentration around a C,H,(COOH), crystal in growth. Concen- 


tration measured perpendicularly to growing surface, as a function of distance from it. Point 
of normalization is denoted by a circle (©) 
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Fig. 2. Relative change of concentration around a KBr crystal perpendicularly to the growing 
surface, as a function of distance. For the picture of the crystal, see Fig. 6 
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Fig. 3. Relative change of concentration before a CS(NH,), dendrite growing rapidly 


show the relative change of concentration of solution in the neighbourhood 
of a growing crystal, along a straight line, perpendicular J Cee growing crystal 
surface. All the measurements resulted in the characteristic picture of concen- 
tration distribution, seen in the first three, figures. Approaching the erystal 
from infinity, concentration first decreases to a minimum, after which it 
begins to increase monotonousey towards the crystal surface. The shape of 


the curve between its minimum and the erystal surface is — with a rather high 


accuracy — exponential. Because of the finite width of the photometer slit 
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_and of diffraction phenomena on the crystal edge, measurements on photo- 
4 graphs could be performed only up to a distance of about 10 Ut from the crystal. 
_ If we try to extrapolate the curves to the surface of the crystal, we find that 
in the immediate neighbourhood of the surface, concentration is 6—25 times 
J as large as at the minimum, and 1,2—3 times as large as the concentration 
_ of the solution far from the crystal. The minimum of concentration is gene- 
4 rally at a distance of 20—100 wu from the crystal edge. The overall picture of 
_ concentration distribution around a growing crystal is to be seen in Fig. 4 
and 5. 
Lines of equal relative concentrations are drawn in with the indication 
_ of the direction of decrease of concentration (by a small “thorn” on the iso- 
concentration lines). One sees that in front of the growing surface isoconcen- 
tration lines are densely besides each other, while besides other surfaces the 
distribution is much flatter. Typical pictures of growing crystals, seen by a 
phase contrast microscope are presented in Figs. 6—9. Higher concentration 
(i.e. higher index of refraction) corresponds to a brighter part of the picture. 
One can clearly recognize the decrease of concentration when approaching 
the growing part of the crystal, and the domains of higher concentration in the 
immediate neighbourhood of the growing surface.* 
Similar measurements have been performed on crystals in dissolution. 
The result of a measurement is presented in Fig. 10 (Curve: “experiment’’). 
We plotted in the same figure the concentration distribution which would 
result from a pure diffusion process and which gives the same concentrations 
far from the crystal (Curve: ‘‘diffusion’’). 


Discussion and conclusion 


Our results seem to contradict theories of crystal growth based on a pure 
diffusion picture. It has been known for a long time that concentration has 
a minimum around growing crystals [5] and that matter flows towards this 
minimum mainly by diffusion. This fact is easy to understand for as matter 
is built in the growing lattice, the remaining solvent causes a decrease of 
concentration. What one could not understand in the framework of a pure 
diffusion picture is, why matter goes forward from the minimum towards the 
growing lattice, i.e. towards higher concentrations. If we take into account 
the considerations of Gyutat, loc. cit., then this contradiction is automatically 
resolved. In consequence of the deposition of material on the crystal Buriace 
water is continuously set free, which causes the minimum of concentration. 


a ¢ 
*In order to check our results we performed the same measurements ee a small 
stick of glass immersed in the solution of a material, applied in our measurements. No seater 
and re-increase has been found, so we can be almost sure that our results are not caused 
by optical defects of the apparatus or by the effect of surface tension. 
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192 G. DOMOKOS and L. MALICSKO : 
From the minimum on, towards the crystal surface the increase of concentra- 
tion and flow of matter are caused by lattice forces, which tend to order, 
material in the lattice structure. The “tail” of the concentration is, however, 
much longer, than it can be expected from the effect of the lattice only. (In 
the case of a NaCl-type lattice, these forces are roughly of exponential shape 
with a range of some times 10~® cm). One can try to explain qualitatively the 
discrepancy by taking into consideration, that the semi-ordered structure 
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Fig. 10. Change of concentration around a dissolving KBr crystal, as compared with the 
diffusion theory. Note the significant deviation from theory at distances smaller than ~60 yu 


around the lattice produces forces of the same character as the lattice itself. 
So, if there is no violent motion in the solution (not too high temperatures and 
not very high velocities of growth), one indeed expects a semi-ordered layer 
to be formed, whose thickness is considerably larger than the range of lattice 
forces. The average thickness we have found is somewhat larger than GyuLat 
has estimated, but is of the same order of magnitude. As to the second part 
of the distribution, namely that from the minimum towards distant parts of 
the solution, the curve can be represented fairly accurately by an error integral; 
this latter fact indicates that matter flows from the solution towards the 
concentration minimum essentially by diffusion. 

The existence of a layer of ‘“‘anomalously” high concentration can be 
proved in the case of dissolving crystals as well. It is plausible that in 
a dissolution process the concentration far from the crystal varies according 
to laws of diffusion. If we fit a concentration distribution, given by the 
diffusion equation to the experimental distribution at — say — 100 » from 
the crystal, then we find a significant deviation of the experimental curve 
at distances smaller than 60—70 uw. (Fig. 10.) The strong increase of the 
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experimental curve compared to the diffusion one, seems to point to the 


existence of the same semi-ordered layer as observed in the case of growth. 
A final result — of course — can be obtained only by observing the 


_orderedness of the boundary layer. Our preliminary observations with a polari- 


zation microscope seem to be in agreement with those reported here. 
Summarizing, we can perhaps conclude that our measurements point to 


_ the existence of a boundary layer around crystals in solution. The thickness 


- 


of it is roughly 50—70 u, depending on different circumstances, such as tempera- 
ture, the material considered, etc. This layer is probably to be identified with 


_ the boundary layer discussed by Gyutat. 
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MCCJIEDOBAHVWE PACMPEQEJIEHHA KOHWEHTPAUMUM BOKPYI KPHCTAJIJIOB 
B O]THOM PACTBOPE 


r. HOMOKOL u JI. MAJIAUKO 
Peswme 
VUsmepeHo pacnpegeneHve KOHICHTpallwi BOKpyr pacTyulMx pacTBopaloljux KpHc- 


TaJIJIOB, C MOMOU[bIO MeTOa (a30Boro KOHTpactTa. PesysIbTaTbl H3MepeHHu TIOKASbIBAIOT, 4TO 
— Kak 3TO yoKe T10Ka3aJ1 Jira — BOKpyr KPHCTaJIJIOB MuMeeTCA MepeXOMHbIM CJIOH. 
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ON AN EQUIVALENCE THEOREM FOR 
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS OCCURRING 
IN FIELD THEORIES 


By 
K. LL. Naey 


INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EOTVO6S UNIVERSITY, BUDAPEST 


(Presented by K. F. Novobatzky. — Received 24. I. 1959) 


A direct proof is given for the equivalence of two types of integro-differential equations 
treated formerly by KROLIKOwSKI and RzewuskI. The calculation shows a close connection 
between the equivalence theorem and the well-known initial value problem. 


In the course of mathematical calculations in field theory we meet fre- 
quently integro-differential equations of the type 


Dy = { Kydx, 


where D is some differential operator, K is the kernel of the euqation and p 
is the unknown function of any number of points of the four-dimensional world. 
The integral is taken (for any number of arguments) over a domain of space-time 
contained between two arbitrary space-like surfaces. This domain is most 
frequently the whole four-dimensional world. Equations of the above type 
occur e.g. in non-local field theories or in different approximation methods. 
Such equations are the Tamm-Dancoff or the Bethe-Salpeter equations. 

It is of great importance for the better physical understanding of the pro- 
blem (from the practical just as much as from the theoretical point of view) 
that this equation is equivalent to an equation of the type 


Dyi= f Aydo 


as it was proved [1]— [4] and applied [4]— [5] by Kroxixowsk1 and RzEwusx1 
in a series of papers. Here on the right side the integration is extended over 
one (or any number of) space-like surface, i.e. over a three-dimensional 
volume. 

Here we give a direct proof for the equivalence which shows the connec- 
tion between the equivalence theorem and the well-known initial value pro- 
blem, thus it might serve for the better understanding of the former. In the 
course of the calculations, moreover we obtain the kernel A directly (naturally 
as a power series in the coupling constant only) without facing the necessity 
of determining it first from an extra integral equation as in [1]—[4]. 
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For the sake of simplicity we confine ourselves to the treatment of the — 


equation 


(7,9, + ») p (x) =f K (x, x’) p(x’) dx’, 


() 


more complicated equations can be treated similarly. The integral equation 
corresponding to (1), satisfying the initial condition (x) equal a prescribed 


given (x) on an arbitrary space-like surface 9, is 


p (x) = p(x) +8 J No (x x’) p (x) dx’, 
where 


N, (2, x) = 15, Kt (4,2) 
with the denotation 
{AB.. Cy ii aed BS, & ys Clea x) a de. 
S, is the Yang-Feldman’s Green function 


S, (x, x’) = S® (x — x’) — [ S (x — x”) y, S® (x” — x’) do, (x"), 


where S“ is any of the Green’s function satisfying 
(Yu 84 + *) Sa (x) = 6 (x). 
Po (x) = [ S (x — x’) y, p(x’) do, (x’) , 
thus 


(Yn Ou = *) Wo (x) — > 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


the value of which is the prescribed y (x) on o. In this case the right side of 
(2) is indeed equal to the prescribed yp (x), if x€o, since from (4) S, (x, x’) = 0 


if x€o. 


Supposing (2) has a unique solution (which naturally depends on the 
kernel K) which can be obtained by means of successive approximation, 


we have 


yp (x) = pe (x) + gf{R, (x, x’) p, (x’) dx’, 


where 


(6) 


(7) 
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_ Substituting (5) into (6) we get 


» (x) = yo (x) +8 J L, (x, x’) y, p (x’) do, (x’) , (8) 
which is the solution of the initial value problem. Here 
L, (x, »’) = {R, S| (x, 2’) (9) 
Applying the operator (y, 3, + ~) to (8) we obtain 
(Yu Bn + %) p (x) = gf A, (x, x’) y, p(x’) do, (x’), (10) 


which is' the equation we wanted to derive. In (10) using (3), (7) and (9) 


ae (x, 7 ie (Yu On ap *) L, (x, x’) a ey ai {K Nae Ss} (x, x’) = 
= {K S}(x,x’) + g{K R, S}(x,x'). (11) 


The initial value problem of (10) can be solved by only one integration 
in contrast with eq. (1), because we obtained (10) from (8) by means of one 
differentiation. Indeed from (10) we get 


p (x) = Yo(x) + 8 SS S, (x, x’) A, (x’, x") y, p (x") do (x") dx’. (12) 


Here on the right side only the arbitrary form of y on the surface o occurs. 
It can be seen indeed from (9) and (11) that 


Pa Nees A) (8, x) 


o in the right side of (10) is arbitrary and the right side is independent of 
the special choice of o. This can be seen explicitly, forming the functional 


derivative of (10). Using (10) and 


Ag (x, x') (¥p0, + *) = 9, 
0 A, (4,0 ) 
el aa 
which can be obtained from (11) the independence can be easily proved. 


(11) is the solution of the integral equation for A which can be found e.g. in 
[3]ip. 199. 


Because in (10) o can be chosen arbitrarily it is advantageous to choose 
it as a plane going through the point x. In this case y contains in each side of 


8 Ao (x, %") Ao{x", x’), 
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the equation the same time arguments only. This makes possible the separation 
of the time variable, leaving thus only an eigenvalue problem with a non-local 
“potential”. This is just the chief advantage of (10) in comparison to (1). 
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O TEOPEME SKBHBAJIEHTHOCTH B CJTIYUAE HHTEFPO-QM®DEPEHLMAJIBHbIX 
YPABHEHHHM, MMEUMX MECTO B TEOPHM TIOJIA 


K. JI. HA]{b 


Peswme 


, HemocpeacTBeHHO AOKa3bIBaeTCA SKBUBAJICHTHOCTh UHTerpo-AuppepeHUMaIbHEIX YPaB- 
HeHHH ABYX BUAOB, MCceqyemMblx panee KpysMKOBCKHM H )KesyckuoM. B BEIMHCIeHHAX WIYCT- 
PHpyeTcA CBASb TeEOPeMbI SKBHBAJICHTHOCTH C U3BECTHOI 3aqayeli HaYaIbHBIX 3HAYeHH. 
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ANGULAR CORRELATION BETWEEN NEUTRINO 
AND GAMMA QUANTUM IN L-CAPTURE 


By 
K. Nacy 


INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EOTVOS UNIV ERSITY, BUDAPEST 


(Presented by K. F. Novobatzky. — Received 28. I. 1959) 


_ The angular correlation between a longitudinally polarized neutrino and a circularly 
polarized y'quantum released by an L-capture has been determined. For the form of the weak 
interaction the linear combination of S, V, T, A, P couplings has been supposed. The angular 
correlation was calculated for arbitrary y-transitions and for captures forbidden in any order. 
As a special case the v-y-angular correlation by an allowed L-capture has also been given. 


1. Introduction 


In the recent investigations on the parity violating interactions angular 
correlation experiments play an important role. The reason for this is that the 
B — y, » — y angular correlations depend rather sensitively on the polarization 
of the emitted elementary particles and on the type of the Fermi interaction, 
the form of which is of particular interest. Comparing the measurements of 
the polarization of electrons and those of the helicity of the neutrino we can 
infer the form of the weak interaction. Electron polarization measurements 
give unambiguously the result that the f-electrons are longitudinally polarized 
in backward directions in the ratio of v/c. This result suggests in the case of 
a left-handed neutrino (spin and momentum antiparallel) the VA in the case 
of a right-handed neutrino (spin and momentum parallel) the ST variants of 
the interaction. To decide between these alternatives the helicity of the 
neutrino has to be determined. From this point of view angular correlation 
measurements by electron capture are very suitable, since in this process only 
one particle (the neutrino) is emitted, thus its study is considerably easier 
than e.g. that of the f-decay. The wave function determining the electron 
before capture is exactly known; consequently, the result of calculations de- 
pends essentially only on the type of the interaction and on the helicity of the 
neutrino. GOLDHABER et al. [1] have shown just by means of such angular 
correlation measurements that the spin and the momentum of the neutrino 
are antiparallel, i.e. it is a left-handed particle. Their measurement strongly 
supports the VA variant of the interaction. The problem, however, cannot be 
regarded as completely solved, because the results do not give uniquely deter- 
mined values for the coupling constants of the V and A interactions and for 
the relative sign (V + A) of them. Since angular correlation investigations 
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may give valuable information also regarding the further development of 
research further theoretical investigations seem highly desirable. 

Recently several papers [2], [3] have dealt with y — y angular correlation 
problems. These investigations, however, were confined on the one hand only 
to allowed transitions and on the other only to K-capture. In a previous paper 
[3] we generalized the calculations for K-captures forbidden in arbitrary order 
and for mixed y-transitions. As is well known, under certain circumstances 
the probability of an L-capture may be also rather high, but in spite of this 
there are no calculations concerning this capture. Our aim is just to fill this 
gap. In the following we shall determine the y — y angular correlation for an 
L-capture forbidden in arbitrary order. Our results make possible not only the 
comparison of the neutrino theory with the experiments, but they may also 
serve as a theoretical basis in certain nuclear spectroscopical investigations. 


2. Angular correlation formula 


Let us consider the following process: A nucleus of charge Z and charac- 
terized by the quantum numbers j,, m, captures one electron having been in a 
definite quantum state in the atomic shell. The nucleus emitting a neutrino 
goes over into an excited state characterized by j,, m,, having the nuclear 
charge Z — 1. As a next step the nucleus emitting a y-quantum gets into the 
ground state with the quantum numbers j;, m3. Let us denote by p and P, 
the momentum and the polarization of the neutrino, by k and P, the momentum 
and the polarization of the y-quantum, respectively. j;, m; (i = 1, 2, 3) are 
the angular momentum and magnetic quantum numbers of the nucleus in the 
states characterized above, those values for the initial electron should be 
je and m,. Thus the following composite process has to be considered : 


Jis™y3 © —+jg, my 74 jg, ms. 
We want to find the angular correlation between the directions of the emitted 
y and y particles ; i.e. we want to determine the transition probability of the 
above composite process as a function of the polarizations P,, P,, and the angle 


% between the vectors p and k. By means of the perturbation theory the 
correlation in question is obtained [4] as 


Wb PP) = Py E® (mg, m3) E™ (mg, mé). (1) 
mi, 
E™ (mg, m3) and E(m,, mg) are the density matrices of the above two processes, 
which can be obtained by means of the interaction Hamiltonian : 
(v) —— , e4 y) | 5 ° . ’ | wie 5 
Evins, My) ~~ 2 <Ja» M5 v| H hy My 3 Ne» Jeo Me ie Mp5 v| Cia m5 Ne» Jor Me ? 


: (2) 
Etia, miy =X <smsy|H |jgmg>*<jgmgiy|H |jgmi>, (8) 
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_ where H” and H are interaction Hamiltonians for electron capture — neutrino 
emission and for gamma emission, respectively. Factors irrelevant for the 
_- correlation have been omitted. We shall determine first the density matrices 
_ E™ (mg, m3) and E” (m,, mz), from which using (1) the correlation Were BR) 
can be obtained. 


set le | 


dl | 


Sa eh Ei 


3. Electron capture 


The Hamilton operator describing the electron capture — neutrino emis- 
sion is given by 


Z HO =F YC Hn O;¥,) (V3 (1 +P, 5) Oye) + hee. (4) 


Here yp; Wp» Yy and yp, are the second quantized neutron, proton, neutrino 
and electron field operators, respectively. Indices i refer to the five interactions 
S, V, T, A, P. In (4) the quantity characterizing the polarization of the neutrino 
may be P, = + 1, depending on the spin of the neutrino being oriented in 
the direction of momentum or in the opposite sense. According to the measure- 
ments of GOLDHABER et al. — as we have already mentioned — it is very 
likely that P, = — 1, our calculations, however, will be carried out for both 
polarizations, thus providing the possibility of deciding the neutrino helicity 
on the basis of (also forbidden) L-capture experiments too. 0; (i = 1,...,5) 
are Dirac matrices corresponding to the five interactions* 
Os=1; Oy=inn; Op === — 1) (5) 
On,=15Vus Op=ty75. 
The matrix element of the Hamiltonian (4) for the electron capture- 
neutrino emission is 
<jom3|H |j,m,; e>= 
a (6) 
ar a Cd J (Y» : (1 i Jee V5) 0; We ) (Di ig va Oi, @,, mi dt. 
; = 


@. 


i,m, and ®,,,,, are the state functions of the nucleus in initial and in final 
states, respectively. The lepton state functions are to be taken at the place of 
the n-th nucleon suffering the transition. The operator O;, acts on the variables 
of the n-th nucleon. Summation refers to all the nucleons, integration to the 


state function of the nucleus. 


* We use x, = ict. The quantities ( yO; y) containing the cat Sgn oe reality 
i i ical tensors. E.g. (wiyry) (r= 1, 2, are hermitic, 
properties as the corresponding classica g oe shige isis idle oe tesa at 


a ; : tt ee 
the fourth component (pi 7, y) is antihermitic, similar y : | ; 
quently O; is taken to be hermitic. In this case Oy = Yn Op = Ys. Then the bre pop ne 2082 
ficients Cy and Cp are — 1 times ours. This sign difference manifests itself only in the inter- 
ference terms to be calculated later. 
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For the determination of the matrices E” (m,, mg) let us chose a coordi- 
nate system with the z axis in the direction of motion of the neutrino. This 
choice makes the calculation easier but it does not impair its generality. Thus 
the wave function of the neutrino with momentum p is : 


ee Ts 


Py = Uy Exp real + 2a 
For a neutrino polarized forward 


1—P,y; 


1 
=y_ ho oliete ON ee ne ze 
2 Wy V+ y2\2 Pp 2? 


similarly for the backward polarized case 


0 
PRPS Ser, i 
2 2) Yy— = al ] exp es p.| « (9) 


Expanding the function exp e p2 


: (8) 


in series of spherical functions we have 


exp [FP :| = Sexe nie “Hi ¥19(@)- (10) 


Here j; (F| is the /-th order Bessel function. 


The wave functions of the electron bounded in the Coulomb field are 
obtained from the solution of the Dirac equation : 


} 1 
J a ; j : 
Tima ks eae 
taney [Oana Yi, m-}; be Bis Pg REED bt T > £ (r) Yim-1> 
Pens 1 
= mi ‘l+m+; 
ie = 21+1 g(r) Yi, m+5 2 bes | BT 8) Viet, 


= [Veen ee 
Com OT aI 3 if (r) Yi+1, m-* > Y3 = = if (r) Yi-am-1 ; 


ie puts sh [ bexan ena 
w= “8T3 if (r) Yi+1, m+}, Ye= | yay OF) Yi-um+ 
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| The radial wave functions g(r) and f(r) for K- and L-shells are given as: 


: 2Z)*/2 T+ 4, ats jer 
d &= [3 a) pene Ol nea ae 
, for 1S,), state (K-shell ; Bel b= 0s j= 4) ' 
*/e 2y, +1 1 -2 
§ r . aus fa 2 ih 
: 1, ( ie N Was P(2y, +1) AN» (Nz + 1) ‘ [Nee ; 
— Weebl are for 2S, state 
es 1 (Ly-shell; n=2, 1=0 0,j=3) 
' (126) 
ae Le (2y, + 1) (No + 2) —(Ne+ I oe, 
fu 2 ij + & (2y, + 1) N.— (N+ 1) @g ott "), 
ys ay 2y,+1 cathe he 
a= (ya| Vrecey ) may |e 
= WN; —] a for 2P,), state 
2y,+-1 | (Larshell;n=2; 1=1,j=3), 
(12c) 


BLy (r) ? 


es (2y, +1) No— (No — 1) ee 


Pah =o Po a ey (Ns — 2) — ON, De: 


recs ‘Z | ay 1+ €3 rr ey for 2P,, state 
Lin a, 27 (27. +1) ORs (L,,, shell; Ra 2b >) : 


ip a oe — ile (12d) 


1+ &3 
Here the denotations 
y, = V1 —(aZ)*; ¥_—= V4—(aZ); 
* —. DS 4 
N,=1; N,= \2(1+74)3 Nz = 2; 0;= oe 
N; a 
(13) 
2 — 5 2 —*h, 27- 
SP eared a boa 
V1 Pe V2) 


have been used. a, is the Bohr radius, Z is the nuclear charge. 

For our purposes it is not necessary to treat the electrons relativistically; 
consequently we retain only the large components. The radial wave functions 
of the electron in the transition matrix elements are substituted — as usual — 
by their values on the surface of the nucleus, thus being constants they can 
be factored out from the integral. Using (12a)—(12d) and (13) it is easily 


- 
' 


b 4 | 
| 
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seen that at distances of the order of a nuclear radius the isere components 


are those terms which contain the functions g(r), gL, (r), 81,,(7)> f bike (r) for : 
K-, L-, L_- and L shells, respetively. Thus we use the following wave 


Fanction? for yleetroe 


hell : ae Ne \y- 
L, = shell: m,= ae ¥ 5 
| 
Wei 4 §L; (r) Yoos vo -) SL; (r) ios (14a) 
0 0 
I: 2s iets, 2 * 
Ly;-she : ity oy : : ; 


1 0 - 
Var E ‘i (r) Yoo3 CS (Si. (r) Yoo: (145) 
0 


3 3 


Ly, ;-shell : a= ioe m,= — =e 
1 ran 
ey | . f 
ve 4 81 (7) Yr (9, ) 3 Ye = | 1 Si, (7) ¥1,-1(9-9)3 (14e) 
0 ee 
1 1 
Me = ap m, = ch 
( = ) ( 1 ) 
2 
| | 3% @) yg ve 30-9) 
d 2 
Y= |— is 1(99)|81,()3 y=|— 3%10(059) [82m (r)- (14d) 
0 
{ 0 J i] 0 


These electron and neutrino wave functions (7), (10) are to be substituted 
into the transition matrix element (6). The substitution gives e.g. in the case 


of the L,-shell : 


<jam,; |H|j,m,3 e,, > ~ 


ee att y,0,u) S (Pil eat —tY (0) %4 0 in Dim, IT, (15) 


yc, YF 1 fut 


where u, is the unit spinor occurring in the electron state function. In (15) 


: 


= 
: 


3 
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f 
constants irrelevant for the correlation Vere oats 8L, taken on the surface of 
the nucleus, Yj.) have been omitted. 
For the matrix element we use the usual denotation 


— 


S {2 Jame] eal ia Y 19 (9p) ¥4 Oin Dy es dt=<jz Ms|j,t—' Yip 74 0; |j1™m, >, (16) 


— 
from which 
<jame; »|H® |j, my; e,, > ~ 


ae y2rF 1 fut * hy Yq Oj Ue] <jgms|jrt' Vig yO; |j,m, >. (17) 


The ‘matrix element <j, m,|j,i-' y, Yio O;|j,, m,> can be de- 
composed using the Wigner-Eckart theorem to the product of a reduced 
matrix element independent of the magnetic quantum numbers and a certain 
Clebsch-Gordan coefficient. The nucleons are treated in non-relativistic 
approximation. The small components of the wave function will not be taken 
equal to zero, but terms in the transition matrix elements containing second 
and higher powers in v/c are neglected. 

Let us treat e.g. in detail the vector interaction, In this case Oy = iy,. 
The space-like components (u= 1, 2, 3) are 9,0; the fourth component 
(u = 4) is i. The matrix element of H{) according to (17) is: 


sie m,; \Hy|j,m,3 e,, > ~ 
P,Ys - 
2 


Bs V(@l+ 1) 


UY, Vu v4 <j2ma| ji i? Yt YaVu\ jim >= 
(18) 


> 0, O Ue < jg Ml j.t- ‘Yi a olf, m, > — 


reas 
2 


= > ya+1 
Ll 
72 : ene F 
Say, | oboe fw oy = "4 <jgma|j,t' Yiglfjx™ >. 
L 


The first sum on the right side is the <‘relativistic”’, the second is the “‘ordinary” 
transition matrix element. A given order “relativistic” term is v/c times the 
corresponding “‘ordinary”’ element. (v is the mean velocity of nucleons.) Let 
us treat first the “ordinary” matrix element. The leptonic matrix elements 


from (8), (9) and (14a) are* 


1 nth 
* Ue C) denotes the spinor corresponding to me = + 7» Me (—) that corresponding 


to ergs ae 
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B 1— ¥5 we(+) Ba 1 


I= 12" 
[ut en [at SI] = — F5- 


(19) 


The nuclear matrix elements, using the Wigner-Eckart theorem, can be writ- 


ten 


<jgma| ji Yig jm, > = (— 1)! (j, 1 m, 0|j2 me) <je||l|| ji > 9 (a2, 1)' 24), 
(20) 


where <jg|| 1 ||j, >is the reduced matrix element independent of the magnetic 
quantum numbers; z, and z, are the parities of the initial and final state 
respectively. In the following we use the denotation z (I) for 6 ( 2, (— 1)! x). 
The reduced matrix elements < j, ||! || j, > are real, the condition for which 
is that the tensor operator 2,, occurring in the nuclear matrix element 


should satisfy 


Tol = (yea. (21) 


when time is reversed [4]. T is the operator of time reversal. It can be seen 
very easily that i’ Yj satisfies condition (21). 
From (17) and (20) we get 


<Jq Mg; »\ A ViFim3er, —o7~ at (j,/m, 0|j,m2) (—1)'<flllilji>a(). 
(22) 
Substituting this into (2) we obtain 


(v) (2 , 
Ey, (rma, m3) + 2 2 aN 21 + 1) (2V =i Fi) <Jellllljir > < jell jr > = 
(23) 
(= IP "ax (1) x (U) (jy Lam, O| jy me) (J, Vm, lj, m2) . 
From (23) it is easily seen that for a given m, m, = m3, if not, EY). (m,, m3) = 


= 0. The first Clebsch-Gordan coefficient namely differs from zero only if 
my = m, the second if m; = m,. Thus 


EY} (mz, mj) ~ S'(...) 6 (mg, m}). 


my, 


Let us treat now the “relativistic” matrix element. We use for the vector 
o its spherical components 
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E 0, = — —~(o, + w,); op O55 62, = — (eo, —i10.), 24 
i 1 2! x 'y) 0 af y2' Ps Sy, ( ) 


The scalar product (¢, g) is then 
j 1 
: (0) = S (-1)' 6,0 (5) 


L=— 


_ The matrix element now contains the operator 
ta yo. 


This is the adjunged operator to i’ Yj o,- Let us introduce the tensor operator 
— Q1 as fellows : 


= > (Um! we LM) EY pa oy, (26) 
mr+w=M 
from which 
PY in O,.= > (L1mp|L M) OM. (27) 
LM 


(18), (25), (27) and the Wigner-Eckart theorem gives 


aa mej Gell: te Yip S—p Orly nm >= 
(28) 
= ¥(— 1 *" (op|E yp) (jy Lm, — uljn ms) <jo || Le, || p> = (C+ 1)- 
L 


- One can easily obtain the lepton matrix elements also in this case and from 


(27), (18), (28) we get 


E)(m,,m3)~ ¥ (20 + 1) (21 +1) (—)!*" ¢ jo || EL 04 || 71> <Fal| UL’ er |l71> - 
va ( 2? 2) ae, 


x (I + 1) a (V + 1) 4(2100| LO) (1 100| L’ 0) (j, Lm, 0 | jz mg) (j, L’ m, 0) jz, ms) + 
4+ 2pitttt+l (110 — 1] — 1) (10 — 1|L’ — 1) (j, Lm, —P, | j, ma) - 
- (i, L’m, — P, | jzm3)}- (29) 


: eR 
We can conclude again that for a given m, m, = mz1.€. 


> (..-) 5 (mg, m)) . 


(v) DS 
E{,, (mm, m2) = 


The reduced matrix elements < jo || 1Lo, || Ji > in (29) om] a os 
This will indeed be the case if ort satisfies (21). Using o, = —(— 1)*T-1e_, 
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and 0; = T-10, T, the condition can be easily verified. (* denotes complex 
conjugate.) : 

The full density matrix E{) (m,, m3) according to (2) and (18) besides 
the above matrices EY, EY contains in addition the interference terms of 
the “ordinary” and Srolativiatio matrix elements too : 


Ey (mz, m3) = EY, (m,, m3) + EY (mg, m3) + EY (M5 mg) « (30) 


EY can be calculated similarly, it is: 


Hmm) ~~ —2 SS SVAFHA EY ("<All> + gy 
-<jelll’ L’ a 71> 2% (DY x + 1) (VU 100 | L’0) (7, L’ eo 0 | jo mg) (jy lm, 0 | jmp) . 


It can be seen from (31) that similarly to the former two expressions 
EY) (m,, m3) ~ S (...) 6 (mg, m3) . 


Other members of the full density matrix E{}) (m,, m3) can be computed on > 
similar lines. We give here only the result of the straightforward calculation 


E® (mp, m2), ~ = = VQU+ 1) (2 +1) (— Y'*" fe, (lm, mm) a, (Il P,) + 
+ A ey (II LL’ m, mz m3, P,) b, (WW LL’, P,) + (32) 
ai ms eg (I L’ m, mz m3) ¢, (i L’, P,)\, 
where ¢,, 9, €,; and ay, bj, cy are 
e; (II m, my m3) = (Jj, Im, 0 | jy mg) (7, Vm, 0 | jz my) 6 (my, m3), (33) 


e, (Il’ LL’ m, m, m3, P,) = 


= {(1100 | LO) (1100 | L’0) (j, Lim, 0 | jz mg) (j, L’m, 0 | jy my) + 
(34) 


(+ P+L EL , , ; 
+ 2P, (210 —1}L—1)(¥?10 —1| L’ — 1) G, Lm, — P, | 7, m,)a 
: (i L’ m, — Polis my) | 6 (mg, My) , 


e, (Il’ L’ m, m, mg) = 


= (V 100 | L’0) (7, L’ m, 0 | Jz Mg) (ji Im, 9 | jp Mg) 6 (mg, Ms) ; 33) 


ay (WU, P,) = C3 Mg (1) Ms (V’) + C} Myo (2) My (U') + C4 Mag () Mag (0) + 
; -+ C2 MP(l) Mp (I) — 2C,, CpM (1) Mp (’) + 2P, [C,Cp M, (1) Mp (U’) + 
+-CyC,MyoM a,(l') —CsC., Ms(1)M 4, (U') —CyCpMy,,(l) Mp(1’)], (36) 
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by (ULL, P,) =C} My ,(IL) My ,(U'L')+C} My, (IL) Mz (V'L') + 
| + C}Mp,(IL)Mp,(U'L') + CM 4, (IL) M,(U'L’) — 
— 2Cy Cy My, (IL) Mr, (UL’) + 2P, [— Ch My, (IL) Mr, (UL) + 
+ Cy Cr My, (IL) My, (UL’) + Cy Cq My, (IL) Mn, ('L)], 
Ci (U'L’, P,) = 2{—Ch My (1) My, (UL') — Ch Ma, () MUL) — 
, —€sCrMs(1) My, (L') + Cy Cr My, (1) Mr, (PL') + 
+ Cy Cp Mp (I!) Mz, (UL’) + C4 Cp Mp (I) Mg, (UL’) + 
+P, [CsCp Ms (I) Mrg(U'L') + CsC, Ms (1) Mag (UL')— 
— Cy Cr My, (1) Mz, (V'L') — Cy Cy My (0) Ma, UL’) — 
— Cy Cx Mag ll) My,(V'L') + Cy Cp Mp (l) My, (U'L’) — 
— Cy Cp Mp() Mr, ('L))}. 


37) 


M; occurring in the expressions a> b. c, denotes the product of the 
reduced matrix element and the corresponding parity symbol z (J). The exact 


relations are given in Table 1. 
Table I 


Ms () = <jell loa lis > 5 

My O=<fllllli>7O; Mv, (L)=<jll Malla >x0 +) 

My,(IL) = <jall ool > 70; Mr, (lL) = <Jall Wieglliy > 20+ Ds 

Ma (Q)=<Alliili>7Os Ma,Q=—<hlllall>20+ 0: 
Mp(l) = < je || lies || j1 > 2 (E+ 1). 


In (32) all the interference terms have been taken into account except 
the terms SV and TA. These terms as we know from f-decay experiments do 
not appear. 

From (32)—(38) it is seen that the density matrix E> for L,-capture 
is the same as for K-capture. This can be seen directly from the comparison 
of the state functions », too. The transition probabilities for L;- and K-capture 
differ only in terms containing the energy and the radial wave functions of 
the electrons. These factors being unimportant for the correlation had formerly 
been neglected. The density matrices describing the y-transition being the 
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same for both captures, the » — y-angular correlation for the K- and Li) 
capture are also the same [3]. ; : 

The determination of the density matrices E” (m,, m3) Liv E” (m., m3) tad : 
for L,- and L,, captures using the electron wave functions (14b)—(14d) _ 


is similar to our former calculations. We quote only the results : 

EO (mami B ZV ALD (DY! fey Ul my mam’) arr UP) + 
+ e, (Ul LL’ m, mgm,, P,) 6; (WW LL’, P,) + (39) 
+ Se, (ll L! m, mpm!) 1 (Wt L’, Py)}, 


where ¢,, cy and c, are equal to (33), (34) and (35); ay, by, ci are expressions 
containing the reduced matrix elements : 


ayy (U', P,) = C3 Ms (1) Ms (U') + Cy Myo (l’) Myo () + C4 Ma, () Ma, (V) + 
+ C2. Mp(l) Mp(l’) + 2C.4€p Ma, (1) Mp(I) + 2P,[CsC4Ms(I)Man(l) + 


+ CsCpMs5(l)Mp(l’) + Cy C4 My, (1) Ma,(’) + Cy Cp My, (1) Mp(V’))], 
(40) 
by: (W’ LL’, P,) = C3 Mv, (IL) Mv, (UL’) + 


+ C} My, (IL) Mp, (UL') + C7 Mr, (IL) Mr, UL’) + 
+ C% Mag (IL) Mag (VL!) + 2Cy Cp Mv, (IL) Mr, (‘L')+ (41 
+ 2P, [—Cy C; Mv, (IL) M7, (l’L’) + CC, Mv,(IL) Ma, (UL’) — 
— C?. Mr, (IL) Mr, (lL')], 
eqy (l’L’, P,) = 2{— C}, Mv, (il) Mv, UL’) — C4, Ma, (I) Ma, (UL') — 
— CsC; Ms (1) Mr, (UL’) — Cy C; My, (I) M7, (L’) + 
+ Cp Cp Mp (1) Mr, (V'L’) — C4 Cp Mp (I) Ma, (UL') + 
+ P,[CsCy Mg (l) Mr, ('L')—CsC,Ms()Ma,(UL')+ (42) 
+ Cy Cr My, (1) M 7, (L') — Cy C, Mv, (l) Ma, UL’) — 
— Cy C, Ma, (1) Mv, (U’L’) — Cy Cp Mp (I) Mv, (UL’) — 
— Cr Cp Mp () Mr, (UL)]}. 
The M; are given in Table 1. (39) is very similar to (32) only the expressions 


a, b, c are different. The electron energy and the radial wave functions are 
here also different, but being unimportant factors they have been omitted. 
(v) , 1 1 , 
E (my mi)... ~ 2 Y Y3AU+ YL +Y (ET +Y C+ YP *(— Ys 
-{d, (WISJ’m, m, mg P,) ayy (ll JJ’, P.,). + > d, (lv JJ’LL’ m, m, m3, Py 
LL’ 


by (WISLL’, P. | dy (WI S'L! m, mg ms, P,) ein (WI SL Py} 3 (43) 
2 L’ 


“= 9 
» 


AS TAU E O,129) 3 = 1), (44) 
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- where 
4 
] 


d, (WIJJ’ m, m, mj, P,) = 
= (1100 | JO) (U’ 100 | J’0) {2 (2100 | J0) (1 100 | J’0) (j, J, 0 | j, m,)- 
+(jy J’my 0 | fg mg) + (L101 | JL) (101 | J’) (j, Jn, P, | jg mg) 
“(j, J’m, P, | jm) + 3 (110 —1| J— 1) (V10—1|  —1). 
-(jy Sm, — P, | jg mg) (jy J’m, — P, | jg mg)} 8 (mg, mé) , 


(45) 


' d, (Ill JJ’LL’ m, mg m3, P,) = 

= (1100 | JO) (100 | J’0) PJ*I***" 41101 | J 1) (101 
-(J 110 | L1) (J’110| L’1) (j, Lm, P, 
+ 2(110 — 1] J—1) 10 —1| J’ — 1) (J1—1—1|L—2). 

(JL —1—1|L’ — 2) (j, Lm, — 2P, |j, ms) (j1 L’m, — 2Py | je M2) + 
a 3 (1 Lm, 0 Je my) (j, L’m, 0 lie my) [(1101 | J1) (J 11 — 1\ £0) — (46) 
— (1100 | JO) (J100 | LO)} [(U’ 101 | J’ 1) (J’11 — 1] L’0) — (100 | J’0).- 

-(J’ 100 | L’0) + 5(j, Lm, — P, | jz mg) (j, L’ my — P,,| jz my) - 

- [2 (1100 | JO) (J10 — 1) ZL — 1) — (10 —1| J—1)(J1 — 10|L— 1]. 

- [2 (Vv 100 | J’0)(J’ 10 — 1| L’— 1) — (10 —1| ’— 1) (1 — 10 | L’— J} - 


ane 
Jz M2) (j, L’ m, P, Je Mz) + 


+ 6 (mz, mz) , 


d, (J J’L’ m, m, m3, P,) = (1100 | JO) (U’ 100 | J’0) P, ~~ {(1101 | J1)- 

aeTO J 1) (J 140 \.L/1).(j, Jm, P, jean.) 

— 2(1100| JO) [(’ 101 | J’1) (J’11 — 1 J’0) (J’ 100 

-(j, Jm, 0 lie my) (J, L’m, 0 Jo My) — AU 10: —1 | J— 1) [2 (100 

-(J’10 — 1B — 1) — (10 — 1, J’ — 1) (J’1 — 10|L’— 1] - 
jx Jm, — P, Jo my) (j, L’m, — P, Je Mz) { 0 (Ms, Mg) » 


Je mg) (J, L’ m, P, 
L’0) — (100 


L’0)]- 
po, @9 


art (W'II’, P,) = C2 Ms (IJ) Mg UI’) + Ci Mv, (J) Mv, ('S’) + 
+ CMa, (IJ) Ma, (UJ’) + CBMp (IJ) Mp(U'J’) —2Cp Cy Mp (IJ) Ma, UJ’) + 
4. 2P,[—CsC, Mz (IJ) Ma, UJ’) + CsCp Ms (lJ) Mp US’) + (48) 
4 Cy C, My, (IF) Ma, US’) — Cy Cp Mv (lJ) Mp (l'J')], 


6* 
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brit (UJI'LL',P,) = Ch Mv, (JL) Mv, (U1J'L’) + Ce Mr, (JL) Mr, US'L!) + 
4. C}Mr, (UL) Mr, (UJ'L') + C4 Ma, (ISL) Ma, UJ‘) — i | 
Cy Cr Mv, (IIL) Mr, UJS'L') + 2P, [Cy Cp Mv, (LL) Mr US'L') + 
+ Cy Ca Mvp (JL) Ma (UJ'L') — Cr Mr, (ISL) Mr, UJ'L')), 


eri (US J'L'P,) = 2{—CsCpMs (J) Mr, (UJ'L') + Cy Cp Mv (IJ) Mr, (USL) + 

+ Cr Cp Mp (lJ) Mr, (UJ'L') + C4 Cp Mp (lJ) Ma, (USL) — 

— C?, My, (lJ) My, (’J'L’) — C4. Ma, (IJ) Ma, USL’) + (50) 

+ P, [C5Cy Mg (lJ) Mr, (UJ'L’) + Cs C4 Ms (IJ) Ma, (USL) — 

—C,C; My, (lJ) Mr, (l'J'L') — Cy C, My, (lJ) Ma, (USL) — 

— Cy C4 Ma, (lJ) Mv, (UJ'L’) + Cy Cp Mp (lJ) Mv, USL’) — 

— Cr Cp Mp (IJ) Mr, (US'L')]}. 
M; as in Table 1 denotes the product of the reduced matrix element and the 
corresponding parity symbol. The reduced matrix elements occurring here 
are different from the elements treated before. Matrix elements for the Lyy)- 
shell contain a spherical function of type Y, _,, Y;) or Y,;, these are to be taken 
at the place of the nucleon suffering transition. These are thus not constants 
as Yo. was before, this making here some small difference. Let us treat e.g. 
the transition matrix element of scalar interaction from the electronic state 


Je = 4/g, m, = 3/, to the neutrino state having the polarization P,= + 1. 
The leptonic matrix element from (8) and (14c) is 


i Pee es 
(YI Os Pe(/2)) = = Vu Sine * me 


y2 
Taking into account the series (10) for the J-th term of the matrix element 
(after omitting irrelevant constant factors) we obtain 


<JeIMg; » HY? (I) jum; eri p> | 400(21-+ 1) <jamalif | iy YoYu Q3 la m,>. (51) 


Yio and Yj, are to be taken at the place of the interacting n-th nucleon. Using 
the identity 


—~ vy fC +)/* », Bhan 
¥im (60) Yim (09) = | in (2 41) | (11'00| JN) (Il mm’| JN) Y jy (99), 


JN 
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we obtain 
<a ma; ¥| HY) (I)|j, my epi > ~ —i (21+ 1) V3 + (2J +1)-% (—D)' (1100 | Jo). 


: (53) 
| SPIOU ET S70 7 sy UY 1 @s| fxm >. 


_ In the sum for J there are only two terms different from zero, because (1100|10) = 
= 0if J =1. Inthe J = 14 1-th term the nuclear matrix element contains 
a Yi41,. which results (c.f.21) real reduced matrix element. i!*! Y|_, 1, occurring 
in the term J = 1 — 1 can be writtenas i/' Y,_,, i? = — i“! Yj-13- There- 
fore the J =1—1-th term after factoring out (— 1) gives a real reduced 
matrix element of similar structure. We multiply, consequently, the right side 
of (53) by (— 1)/'—), Thus using the Wigner-Eckart theorem we obtain 


<jgmy3»| HY (l) | jymy3 epi > ~ 
wi V3 (21 +1) S (2F + 1)-% (—1)**Y 9 (1100 | JO) (1101 | J1)- (54) 
J 
* (jy Jm, 1) j,m2) <jq|| Jlo3||j, > (J). 


It is to be seen from (53) and (54) that the parity symbol occurring in M' 
contains J and not /, namely in the nuclear matrix element occurs Y),, the 
parity of which is be to considered here. 


4, The » — y angular correlation 


We have determined in Part 3 the density matrix E™ (m,, m3) describ- 
ing electron capture — neutrino emission for L-capture. The density matrix 
describing y-emission is known from our previous paper [3]: 


E® (mg, mj) = (—1)%/2*4s*1+m2 IY (—1)*-*¥** V'(24 + IU) (24 + 1) <jg|[A lin > - 
k,A,¥ 


<< Js|| ue ise (An 1 — 1|k0) W (jojo44's kj) (JoJ2 — mm, | km, — Mz) - 
+ Din —im0 (Kk) (55) 


The angular correlation is given by (1). 

It is to be seen from (32), (39), (43) and (55) that that part of 
> E°(m,, m)) E™ (m,, m3) which contains m, and my is 
m,m, 


Ss SE) Gin nP,, | jg ms) (J, L’m, — nP, | Jz me) > 
m,m; ™, 


- (jn jg — Mg my | k my — mz) Din, mz,o (He) 6 (12> ma) » (56) 
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where n is an integer. Using 6 (m, m,) one can easily sum for m3, it remains © 


yY (—Y™ (ji, Lm, — nP, | jg me) (j, L’m, — 0 P, 


mM, 


jz™p) (JoJo — Mz Mz | k0). { 
(67) 


One can easily sum here by means of the Racah theorem. According to that 
» (ab af | ee) (eded | cy) (bd BO | fy) = 
Bed 


= \(2e+ 1) (2f + 1) (afay | cy) W (abed; ef), (58) 


where W(abcd;ef) is the so-called Racah coefficient, the values of which are 
tabulated. We apply the theorem for 


Geb: bis Jos c= DL, d==j,, e= Ji fat 
a=nP,; p=m, y=nrP, 6=—m, -=—m,. 9=— 02) 


We use, moreover, the well-known formula 


| f 2e +1 
(ab aB |e — 7) =(—1re—# |S (capa b — fp) = 
. ea 1 : 
= (= persica || Fed (ac ay |b — B)= (60) 


= (— 1+ (ab — a —B ey) 
for the Clebsch-Gordan coefficients. Using (58), (59) and (60) we obtain 


DS (= ie (j, Lm, — nP,| js my) (j, L’m, — nP,, | jg ma) (Jo Je — mg m, | k0) = 


™,,™M, 


= (= 1+". jy +1) (LL/mP,, — nP,| HO) W (LL, jas ki). © 
In expressions (32), (39) and (43) occur the values n = 0, 1, — 1, 2. 
As a final result for the » — y angular correlation we obtain 
Wie (Os Fes Py) ee py AL) A P, (cos 9), (62a) 
Wy (sive oles 2 AGL) A P, (cos 9), (626) 


Ae Cae ae ae) x Avi) A) P, (cos 9), (62c) 
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Pahere ) 

AP = (— D8 BVA OF FY <jaliallja> <jall¥ lia> (D-* PE. 
- (AV 1—1|k0) W (jojn44's kj,), | a 
4 _ Ape = (— 1)h 2 VQl+) 2’ 4 (— "sa, (W’) a (’, P,) + 
PFDA LEP) 6, WLI,P) + TnL) Wwy,P)}, 
4g M9 =(— Wh VALE DY QLD I '" fag arr (UP) + 

; (645) 


+ y By, (WLL’, P,) by (WLL’, P,) + Sy, (WL’) ey (U'L’, Pt, 
LE ES 
Ape = (— I FH3A+ YA +Y (T+ YES + YP*(— 1 


-4o,(WIS’,P,) ary WII’, P,) + 3 te WISE, P,) bin WISLL,P,) + 


7 (64c) 
+ SX ox (WIS L’, P,) em WIS’, P) ? 
Zz 

a, (I’) = (00 | k0) W (jo jo W’; kj,) . (65a) 
B,(WLL’, P,) = [(1100| LO) (’100|L’0) (LL’00 k0) — 2P)*"** (110 — 1|L — 1). 
65b 
-(/10 — 1; L’— 1) (LL’1 — 1 k0)] W (j, j, LL’; kj,), oD) 
7x (WL’) = (100 | L’0) (1L’00 | k0) W (j, jy IL’; kj) » (65c) 

o, (W IJ’, P,) = (1100 | JO) (100 | J’0) {2 (1100 | JO) (100 | J’0) (JJ’00 | k0) — 
— [(1101 | J1) (101 | J’1) (— 1)/*/**+ 510 — 1] J—1)- (65d) 


-(V10 — 1| J’ — 1)] (JI/1 — 1] k0)} PPS" W (jn jn IS’ 5 hj) » 


t% (WIS’LL’, P,) = (1100| JO) (1'100/J’0) {2 [(1101 | J1) (J11 — 1| LO) — 
— (1100 | JO) (100 | L0)] [(W7101 | J’1) (J’1 — 1| £0) — (7100 | J’0)- 
-(J’100 | L’0)] (LL’00 | k0) — [3 (2 (1100 | JO) (J10 — 1| L— 1) (65e) 
— (110 — 1|J—1)(J1—10|/L—1))(2 (100 | J’0)-(J’10 — 1) L’— 1) — 
—(F10 — 1) J’— 1) (J — 10) L’— 1)) + 
+ (—1)4*¥**(1101| J1) (101 | J/1) (J110 | £1) (J110) £/1)] (LL’4— 1 |k0) + 
+ 2(10—1/J — 1) (10 —1| J’—1)(J1—-1-1 |L — 2). 
MEL = b= 11 yd ae 2 | 0) PIS" W (jg jg LL’s kj,) . 
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Ok (WISL, P.) = (1100 | JO) (1100 | J’0) {— 3 (1100 | JO) ((v101 | J’1)- 
.(J’11 — 1| L’0) — (7100 | J’0) (J’100 | L’0)) (JL/00 | k0) + 
[3710 — 1] J — 1) (2 (100 | J’0) (J’10 — 1] L’— 1) — (65f) 
—(V10 — 1|J’ — 1) (J’1 — 10 | L’— 1)) — (101 | JY) (#101 | J1)- 
(J7110 PE Dfa 1)? Lee PI ee ie * jIL’ ; kj): 
5. Allowed L-capture 


We now specialize our general results for allowed L-captures. For allowed 
transitions only | = 0-th order “ordinary” matrix elements are different 
from zero. In the general expressions (62a)—(62c) only expressions 


A’ \(t = Ly, Ly, Ly) will be modified as follows : 
AGED = (— 1)" [a, (00) a; (00) + B, (0011, P,) by (0011) +- 


(66a) 
+ y, (001, P,) ¢;(001)] , 
+ y4 (001) cy (001, P,)] . 
A®@ Fup — (— 1)"[o, (0011, P,) ay (0011) + SY 1% (OO11LL’, P,)- 
be 
(66c) 
-b (OOLILL’) + S 0, (0O11L’, P,) ey (OO1IL’, P,)] , 
7 
where 
a, (00) = W (jz Jo 00; kj,) . (67a) 
B, (0011, P,) = [(1100 | k0) — 2P* (111 — 1| k0)] W(j,j.11; kj,), (676) 
Vx (001) = W (jg jo 015 kj,) » (67c) 
0, (0011, P,) = {2(1100 | k0) — [(— 1)* + 2](111 — 1 | k0)}. 
(67d) 


PS W (jo jo 113 yy) 
t, (OOLILL’, P,) ={2 [(111 — 1 | LO) — (1100,| L0)] [(111 — 1| 1/0) — 
— (1100 | L’0)] (LL’00 | k0) — [£(110 — 1 | L —1). 
-(110 — 1| L’— 1) (2— (— 1)*) 2— (- 1)") + (67e) 
+ (— 1)°**** (1110 | £1) (1110 | £’1)] (LL’1 — 1| k0) + 
+.2(11— Ll Dpb2) (1 oe 
-(LL’2 — 2 | k0)} PY W (j, j, LL’; kj,) , 


tree pee 025 gas) 


= tx (001110) | os Ena LW (ini; 11D a 0 ie ea 
eS (001111) = _ Wain: oy) FW iis 11; 11) fe AW isi 11; 2h) | 0 
z ania en | ee 
Tk - j 0 sree *W (j,j,12; 3 
: 330 | J “HE Gaiel ae 
; = $$$ me 
zx (001120) 0 0° Fg 1 20, 7,205 23) | 0 
x (001121) 0 ~ 3130 (jzJ2 21; 1j;,) 0 a Wisin je213 3j,) 
oori22 oVEW ij ; aL hs ~ W (jzj2223 1),) 8 G5 223527 : 
: Tk ( pei 19 (jo J2 22 3 0j;) 310 Jada ji gia) ede 225 2h Vis © W (isin 22; 3) 
ox(00110) 0 — a Gs 10; 1j,) 0 0 
2 oo ? on ge ; 2 ie : 
ox (00111) 3)er” W (jzj2113 0j,) W (joj. 113 1)j,) i v W (jpj,11; 2j,) 0 
ox (00112) 0 WW G.f.12:1)) | 2.7.12: 27 
Qk a ade h 3 PW (Goj2123 2 i) : 
Zig 


. 


ya 
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a (OO11L’, P,) = | — 5 [(111 — 1 | L’0) — (1100 | L’0)] (1L’00 | k0) + 


Z 
a 
7- 


= 


+ [x(110 — 1] L’— 1) (2 —(— 1") — (67f) 

— (1110 | £’1) (— 1)"*%**] (1271 — 1| k0)} P*+! W(j,j 1L’; kj,). 
ay (00) = Cg M§ (0) + Cy MY, (0), (68a) 
by (0011) = C} M3. (01) + C% M3, (01), (685) 


Cy (001, P,) = ar; [Cs C, Ms (0) Mr,(01) oe C,C, Ms (0) Ma, (01)— 


' —CyC; My, (0) Mz, (01) — Cy C, My, (0) Ma, (01)], (68c) 
ay; (00) = a; (00) , (69a) 
by; (0011) = b, (0011) , (696) 
c11 (001, P,) = 2P, [C;C; Mg (0) Mr, (01) — CsC4 Ms (0) Ma, (01) + 
+ CyCr Mv, (0) Mr, (01) — Cy C, My, (0) Ma, (01)], e 
a1 (0011) = C2 M2 (01) + C2, M3, (01), (70a) 


by; (0011 LL’) = C Mr, (01L) Mr, (01L’) + CMa, (01L) Ma, (01L’), (706) 
errr (0011L’, P,) = 2P, [C,C, Ms (01) Mr, (OIL’) + Cs C4 Mss (01) Ma, (01L’) — 


= Cy Cr Mv, (01) Mr, (01L’) = Cy Cy My, (01) Ma, (O1L’)] ° 
(70c) 


From formulae (67a)—(67f) it can be seen what values of k may occur 
and from tables the Clebsch-Gordan coefficients a;, B,, .. can be determined. 
The results of the straightforward calculations are tabulated in Table 2. 

For allowed L-captures k equals at most 3. The coefficients a,, By, .. 
for k more than three all vanish. The correlation term with k = 0 is independent 
of the angle @ between the neutrino and y-quantum. Thus if k = 0 there 
is no correlation. Table 2 shows that for allowed L,- and Ly,-captures in the 
case of pure Fermi (S, V) transitions there is no y — y correlation, naturally 
there is no correlation for K-captures but there is for Gamow-Teller (A, T) 
transitions having the form 1 + K cos @ (K is some constant depending on 
the nuclear state and on the multipolarity of the y-transition). The situation 
is different for L,;-captures, here also for Fermi transitions arises a correlation 


(o, (0011) # 0) of form 1 + K, cos 8. 
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6. Discussion | 


From the general expressions (62a)—(65f) it is to be seen that — just — 
as in K-captures — Al and A depend, on P, and P, only if k is odd. This © 
is trivial for (55). In the case of A‘) let us consider e.g. the term of (64a) 
containing a,. This depends on P, through a, (I I’, P,). From (65a) it follows 
that a, is different from zero only if 1 +l’ -k = an even number, namely — 
(1/00 | k0) = 0 if 1 + lV + k is odd. Let us suppose first that k is even. Then 
1-- I’ is also even. There are two cases: (i) both / and I’ are even and (it) 
both I and I’ are odd. In (36) each term in the brackets beside P, contains a 
factor z (1) and x (I’ + 1), thus these terms vanish if / and I’ are both even 
or odd. Therefore the term of (64a) containing a, does not depend on P, if 
k is even. Let us consider now the case when k is odd. Then a, is different 
from zero if ] + I’ = an odd number. We have again two possibilities : (i) 1 
is even, I’ is odd and (ii) | is odd, I’ is even. In this case those terms of 
a, (ll, P,) are different from zero which contain the product of 2 (I) x (l’ + 1); 
these are just proportional to P,. This can be seen similarly also for terms 
Bes Ve - . ete. Thus AL AM is propurtional to P,P, if k is odd. Therefore 
if we do not measure the polarization of the y-quantum (i.e. we sum for P,} 
the angular correlation does not depend on the neutrino polarization P,. The 
y— y angular correlation measurements with circularly polarized y-quanta 
on the other hand make possible the determination of P,. 

Finally we should like to mention one more problem. The universal 
Fermi interaction proposed by FEYNMAN and GELL-MANN, SUDARSHAN and 
MARSHAK as well as by Saxurat [7] is — using the usual terminology ot the 
B-decay — a V A-interaction. According to the theory both the combinations 
V + A and V — A are possible. The relative sign has to be determined by 
means of experiments. Therefore measurements have to be carried out involy- 
ing interference terms. It is very likely from the measurements of TELEGDI 
et al. [8] of the electron distribution in polarized neutron decay that V — A 
is the correct combination. As it is to be seen from our general expressions also 
the »— y angular correlation formulae contain interference terms, thus 


experiments of the above type are suitable for the clearing up of this problem 
as well. 
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BERECHNUNG DER VEREINIGUNG VON ZWEI PHOTO- 
NEN GLEICHER FREQUENZ AN MATERIE MIT HILFE 


3 DER KLEIN-GORDONSCHEN GLEICHUNG 


Von 


Tu. NEUGEBAUER 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobétzky. — Eingegangen: 9. II. 1959) 


Nach einer kurzen Besprechung der Frage der physikalischen Realitat der zweiten 
Naherung in der quantenmechanischen Stérungsrechnung, wird das in einem Molekiil von dem 
_Vektorpotential einer Lichtwelle induzierte Moment in dieser Naherung hergeleitet. Das 
endgiltige Resultat der Berechnungen enthilt die Formel (58), in der das mit © multiplizierte 
Glied die gewéhnliche Rayleighsche Streuung und die mit ©} multiplizierten zeitabhangigen 
Glieder eine Streuung mit doppelter Frequenz verursachen. Es wird gezeigt, dass auch die mit 
€* multiplizierten zeitunabhangigen Glieder eine physikalische Realitat besitzen. Das Ver- 
haltnis der Intensitat der Streuung mit doppelter Frequenz zu der der Rayleigh-Streuung wird 
abgeschatzt, und es wird dir Frage besprochen, wie die experimentellen Verhaltnisse zu wahlen 
sind, damit die erstere méglichst gross wird. Am wichtigsten ist, dass das unterstrichene Glied 
in (58) (das in die Formel der Intensitat quadratisch eingeht) eine grosse Resonanzverstarkung 
der Doppelfrequenzstreuung, ohne gleichzeitige Verstarkung der Rayleigh-Streuung, ermég- 
licht. In § 4 werden die Auswahlregeln fiir den neuen Effekt hergeleitet, der nach diesen Regeln 
fiir Atome und symmetrisch gebaute Molekiile exakt verschwindet. Am starksten »doppel- 
frequenzaktiv« sind dagegen ganz unsymmetrische Molekiile. 


Einleitung. Uber die Natur des Photons ist uns eigentlich noch so wenig 
bekannt, dass es ziemlich aussichtslos ware, dieses Problem direkt, also als 
Stossprozess bei dem zwei Photonen an einem Atom oder Molekiil zusammen- 
stossen und dann vereinigt weiterfliegen, berechnen zu wollen, besonders wenn 
man sich auch noch fiir die Resonanzverstarkung dieses Effektes interessiert, 
die ja fiir einen eventuellen experimentellen Nachweis des Effektes ganz 
ausschlaggebend sein kann, da sie — wie wir das noch sehen werden — die 
Grosse des Effektes um viele Gréssenordnungen erhéht. Wir wollen deshalb 
diesen Effekt aus der Klein-Gordonschen relativistischen Wellengleichung, 
oder richtiger ausgedriickt, aus der mit den aus dieser Gleichung folgenden 
Zusatzgliedern erganzten Schrédinger-Gleichung berechnen. 

Die erste Frage, die hier beantwortet werden muss, ist, ob — da man 
fiir die Berechnung dieses Effektes bis zur zweiten Naherung (bei einer zeit- 
abhangigen Stérungsrechnung) gehen muss — diese Naherung noch eine 
physikalische Realitat besitzt, bzw. ob die wellenmechanische Stérungs- 
rechnung tatsichlich konvergent ist. Beziiglich dieses Problems liegen eigen- 
tlich schon sehr viele theoretische Untersuchungen vor, wir wollen hier nur die 
Arbeit von H. A. Witson [1] erwahnen, nach der in den meisten von ihm 
untersuchten Fallen die quantenmechanische Stérungsrechnung zwar nicht 
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- { 
konvergent jedoch asymptotisch ist, ganz ebenso wie das in der klassischen 
Mechanik fiir die astronomische Stérungstheorie von Poincaré gezeigt wurde. 
Ausserdem ist es eine bekannte Tatsache, dass man in der Physik sehr oft 
auch noch semikonvergente oder sogar divergente Reihen benutzen kann, 
weil die ersten Glieder dieser Reihen noch einen physikalischen Sinn haben. 

§ 1. Die Klein-Gordonsche Gleichung lautet bekannterweise in den 


gewohnten Bezeichnungen : 


pede 7 


fe) 21e 


Hier ist 0, = - + h ®@,, wobei die x; die vier Koordinaten der 
Xp é 

vierdimensionalen Welt, und die ®, die Komponenten des Viererpotentials 
27 


sind. Fiir A haben wir A = Moe wo m, die Ruhemasse bedeutet. Setzen 


wir diese Werte in (1) ein, so folgt 


cero Age Le du An? (e? 4 _ 
= | > P+ mee ose (2) 
1 


+ 
0 xz he 2 " 8 x, hart: 


Nehmen wir jetzt an, dass ein Lichtstrah] der in der (X Y)-Ebene pola- 
risiert ist, entlang der X-Achse einfallt, dann haben wir 


(hie Cari i € eo (3) 
c 
und 
- > x as = 
Dy = — Do Cos 2a : — at D,; = §, = 0, (4) 
c 
wo Gund §)) die Amplituden sind. Selbstverstindlich ist hier |, | = | bo |. 


Diese Lichtwelle kénnen wir mit Hilfe der Potentialkomponenten 


z 2a 


§ 
i, = — Fe sin daw |e — 2), YS lee 0 (5) 


beschreiben. Tatsachlich erhalten wir aus (5) mit Hilfe von 


§ = rot W (6) 


und 


Ci— grap — Ug (7) 
c 
wieder (3) und (4). 
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. Die ecurgdin gersehe Wellengleichung wollen wir also mit den Gliedern 
' von (2) erganzen, welche das Vektorpotential enthalten. Aus (2) folgt, wenn wir 
eo dass ©, = Y,, 6, — YW, und O = YW, ist, fiir diese Glieder 


a 4. 72 e2 


— (4, toed u) — 


a2, (8) 


@ 
_ Setzen wir jetzt (5) in das erste Glied von (8) ein, so folgt 


Amie c&, 


he 2 ay 


sin 2 mp f — | oa (9) 
Oz 


Durch dieses Stérglied erganzen wir also die zeitabhingige Schrédingersche 
Wellengleichung und erhalten 


4aim ou 822 m Az te Ou 
Au — ———(E Uyi= 2 pee eal VLG 
h oz h2 (Eo + U) he a c} 02 
wo wir die Bezeichnung 
ee (11) 
27v 


eingefiihrt haben. Ey. bedeutet in (10) die Ruheenergie des Elektrons und U 
die potentielle Energie. 

Das zweite Glied in (8) hat man bis jetzt immer vernachlassigt, weil 
quadratische magnetische Effekte ganz unmerklich klein sind. In unserem 
Problem ist jedoch die Vernachlassigung dieses Gliedes nicht so unmittelbar 
evident, weil wir ja einen in der Lichtwelle — die wir als Stérung betrach- 
ten — quadratischen Effekt berechnen wollen. Auf die Begriindung, weshalb 
wir das hier doch tun kénnen, kommen wir am Ende dieser Arbeit noch zuriick. 

(10) kénnen wir auch noch, um die weiteren Berechnungen zu verein- 


fachen, folgendermassen schreiben 


ty _ tim Ou _ 8a 2m Bg + U)u=A eo) ge als (13) 
een Ot a . 


wo wir 
bh a= ea E> (13) 
he hy 


= 


als Stérungsparameter eingefiihrt haben. 
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Die ungestérte Eigenfunktion bezeichnen wir jetzt mit 


(14) 


— E;t 
uj;= pe" 
und setzen dann fir die gestérte Eigenfunktion in erster Naherung 


wo nach unserer Annahme Aw klein von erster Ordnung im Verhiltnis zu 
uj ist. 

Setzen wir jetzt (15) und (14) in (12) ein, so folgt, wenn wir vorderhand 
nur Glieder bis zur ersten Ordnung beriicksichtigen, 


Ayo — A Oe _ TET (Eq) + U) w= 
_ oy on (Ej+ bw)t—i2aw * sae (Ej—hv)t4 ian (16) 
0% 
Mit Hilfe des bekannten Ansatzes 
re Re SE (Eythoyt a he (Ej—hv)t (17) 
folgt aus (16) 
Aw, |e (a ee oy ees (18) 
h2 Oz 
Es sei weiter 
i= S BEY: (19) 


dann folgt, wenn wir (19) in (18) einsetzen fiir die Koeffizienten B, mit Hilfe 
einer Fourierartigen Methode 


: h? a 
SS Ngee mag ee (20) 
82 m E; —— E, he hy 
also auch 
h? % A, W, 
w. = XN ki Vr (21) 


8m “a E,—E, + hy 
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SE oe 
‘ 


A,; =(°% gs ¢.p,dt (22) 


* ist. 


Da es sich in unserem Problem um sichtbares Licht handelt, so kénnen 
wir die Anderung der Phase der Lichtwelle innerhalb eines Atoms oder Mole- 


x 
ee os . oe md ¥2niz 
kiils vernachlassigen, kénnen also in (22) statt e  * einfach eins  schrei- 
ben. Weiter folgt, da die Eigenfunktionen im Unendlichen exponentiell 
verschwinden, mit Hilfe einer partiellen Integration 


“Oy; — ay 
| Ay=|\ Se mar = — | hyde = — Ay. (23) 
Also haben wir auch 
Lal to yy oy 
ake 
Andererseits ist 
h (8; — 4) 
aay ae * ‘ = Pi ke Pre Wj dt (25) 
4zim|\ Oz z 


die z-Komponente der zu dem Quantensprung j—>k gehérenden Strom- 
dichte, also folgt aus (25) und (24) 


23 
Ay rege yt. (26) 
Die Stromkomponenten geniigen jedoch notwendigerweise der Kontinui- 
tatsgleichung 
deere, (27) 
Ot 
wo 0 die Dichte bedeutet. In der Quantenmenchanik erhalt man also aus (27) 


fiir die zu dem Quanteniibergang j >k gehérenden analogen Gréssen den 


Zusammenhang 


Weiter erhalten wir wieder wegen des exponentiellen Verschwindens 


der Eigenfunktionen im Unendlichen 
f z div Jy;dt = — ‘ Jnpj MH. (29) 


7 Acta Physica X/2. 
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Setzen wir dieses Resultat in (26) ein und beriicksichtigen wir noch © 


(28), so folgt } 
A,; —= tag 2 ir,; | z Oj, dT => 
eh - ' 
47? m f ste ee 47? m ( y 
= — On a . = — ——— ny et 
oh Vej Vr Yj ak kj @jk 
Damit haben wir also die Koeffizienten A,; durch lauter bekannte 
Gréssen ausgedriickt. 
Aus (13), (15), (17), (19) und (21) folgt fiir die Eigenfunktion unseres 
Problems in erster Naiherung 
2Qni 2Qai f 
a ae Ejt ' 27 e - h2 Ss! Axj Ve SCE ht 
he 87? m(|*_ E;—E, +h» 
> Ajj x oe erin (31) 
k E; ae E, —— hy 
Setzen wir hier noch a aus (11) und die A,; aus (30) ein, so haben wir 
ally SP 1 = Peet gant 
E;t 
=—et ?|y,——Ge Y' lv;29,dt —— 
or E air fa be aed Pd oe 
e 2ivt | Vij (32) 
ie rea 
E,—E,—hv\{ 9 
§ 2. Zur Berechnung der zweiten Naherung machen wir den Ansatz 
2ni a _ 
—— E;t Ht we (~ = | e2xivt 
u=e" ¥— = 8 >"| yp, esp, dt )———$_—___ 
E ae | E; —E, + hy 
e—2nivt | Vrej (33) 
ner =| ahaa & 
oder etwas anders geschrieben 
1 | el2art e—i2mt 


(Me a 4 fe 


uu & S| werd perae reeset eames WP Sr 
TD AEN Bi ee ea pn 


(34 


Ausserdem wollen wir jetzt noch explizit zum Ausdruck bringen, dass j 
den Grundzustand bedeutet, schreiben also im folgenden immer 0 statt J: (34) 
erhalt dann die Form 


| el2nvrt e— l2nvt y (k0) 


ee 


u = Uy — ee C S| uo ez u,, dt | ———___—__ __§ —____ 
2. | h{v (kO) + y} h{v(k0)—v\ | » (35) 
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wo wir die Bezeichnung E;—E, = hy (kj) eingefiihrt haben. 
Setzen wir diesen Ansatz in (12) ein und behalten wir jetzt Glieder bis 
_-zur zweiten Ordnung, so folgt 


S 4nim of 872m 
i Bie (KC = 
f— im of _ Be ey + UNS 
; 1 RUSE ei2mt —i2avt k0 
: = — —AE "| ezu ae | a Ne 
a ENE Aral» 8 
s ) Up, pla (t- *) “a. Peed (t- =) 
Ee ; az | fe 
oder weiter berechnet 
4aim of 82%m 
Af — = E = 
yp — a OL _ OT (Ey + ODS 
2 SE os ane 
a P ae 3 h {v (KO) + »} h {v (k0) + »} 
e— idart 1 
SE ae oe 3 
eh re he aT ey 


tian? 
Den Faktor ae 4 haben wir wieder vernachlassigt, weil die Ausdehnungen 
der Atome oder Molekiile klein im Verhaltnis zur Wellenlainge des sichtbaren 
Lichtes sind. 
Fiir die rechte Seite von (37) kénnen wir auch noch schreiben : 


‘ad id4avt — i4avt 
rg. Eugen ity ade od | 4 = 
2 ae Oz [h{y(k0)+r} h{v(k0) — »} 

2 v (k0) 


38 
h {v2 (k0) — v2} | See 


Zur Lésung von (37) (bzw. (38)) zerlegen wir f in drei Glieder : 
ety el4ut + frei" + fy. (39) 


Da die linke Seite von (37) in f linear ist, so zerfallt unsere Gleichung 
mit dem Ansatz (39) in drei Differentialgleichungen. Es sei weiter 


E,+2hv ._, Ey—2hw 2 
j2nt —°——— i2nt —-—_—— i2x — t 
fete. "Fob fag e a mame (40) 
fio> foo Und fg entwickeln wir jetzt nach den ungestérten Eigenfunktionen : 
Jo = 2 bv» fo= a cy, und fzy= 24; Wr: (41) 


7* 
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Setzen wir diese Reihen in die drei erwahnten Differentialgleichungen ein, in 
die unser Problem zerfallt, so erhalten wir z. B. 


oun 


h {v (10) + 20} y= ~ +163 5 | ug iy dr. os 


z 


ips 1 (42) 
hy (0) +>) 


und zwei analoge Gleichungen fiir die c,; und die d,. Mit Hilfe einer Fourier- 
artigen Methode folgt wieder aus (42) 


{ upesta, de: OMG, dr 


2 k0 —i2n Ee 
p=. eae as ea 
2 82m = 20» ~——h? {v (k0) + 9} . {v (10) + 2} 
und analog 
J ugertigde- | S889, ae 
1 h? : k0 —i2nt —* 
FEY Sau : ¢ ees 
2 82? m yh? {v(k0) — v} - {» (10) — 2} 
und 
f up ez u,dt- [Gt aae 
h? 2 (kO —i2a os 
+16 5 aan (45) 


"Sa2m— oy h2 {v? (k0) — v?} » (10) 


Setzen wir jetzt (43), (44) und (45) in die Gleichungen (41) ein, so er- 


halten wir 


{ uy ez u,dt- ( u, dt 
: |) 02 


1 2 
p= 1G ee oF, (46) 
2 °8n8mat yh? {v (k0) + »}- {» (10) + 2 r} “ 
{ uy ez u,dr- (Sea u; dt 
h? v(k0) °° az ip Ee 

Soo = — AG, > - : eau (41) 

Sama yh? {v (k0) — 9} - {v (10) — 2 »} 
und 

i 2 (k0) i) Ug €% Uy, AT Pe e u, dt . 
S30 Fei + A Cp 2; : ae sy *U;. (48) 


a “as h? {v2 (0) — »®} » (10) 
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a a 
: ES 


Vor der Zusammenstellung der ganzen gestérten Eigenfunktion wollen 
wir noch die zweiten Integrale in (46), (47) und (48) auf eine gewohntere 
Form bringen. Aus (13), (23) und (30) erhalten wir 

, lig h? OW 5 oak ‘ema (eel 


eyo ant Bs 
IU Oz 2hv  82x2m) dz 


u,dt = = 68 userid, 
4y 
(49) 


Endlich haben wir also aus (35), (39), (40), (46), (47), (48) und (49) fiir 
die ganze Eigenfunktion in zweiter Naherung 


meet ol PEAT = a ate 2) 
aaa G3" | : eAr| h{v(k0) +>} hh {v (0) — »} | a 
1 ey Uy C2 U;, AT - A ezu BO EN Ae ace 
FL GE’ | woeriigde: [ugesinde So aor 
+ oe hata | uy. (50) 
h? {v (k0) — »}- {v (10) — 2} = h? {v2 (k0) — v7} » (10) 


Diese gestérte Eigenfunktion ist noch nicht normiert. Doch hat das in 
der hier beniitzten Naherung noch keine Bedeutung. 

Aus (50) kénnen wir endlich das von der Lichtwelle im fraglichen Molekiil 
in einer beliebigen (mit g bezeichneten) Richtung induzierte Moment berechnen. 
Wir erhalten 


— Py= {wequdt = { uyequy dt 


— Cd” (ug ezu, dt - fu,equgdt 
K 


1 | v (k0) 


1 a cos 27 vt + 
h{y (k0) +r} h{v(k0)—»}| 


1 Ge "| u,ezu,dt- \u,equ,dt- Wetade., : ne 
Bae Jusegindr: Smestede ay + ye (0) +9 
1 eidavt ee 
* F2{> (0) —»}-{» (10) —»} _h®{v (0) +} {v (10) — 9} (51) 
7 e—ismt | v (k0) v (10) st 1 Cr Dd" Sues u, dt: 
h? {v (k0) — r}- {y (10) + »} v 4 A 
= 1 : 
Superin de: furegiiga +} (10) +20} = 
1 v (0) v Ik) 2 cos 4avt — 
Yip {v (k0) — r}- {y (10) — oA xe 


4 vy? (k0) v (Ik) 
2 {v2 (0) — v2} » (0) v? 
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Im dritten Gliede vor (51) stehen in der grossen geschweiften Klammer die ~ 
komplexen Glieder 


eiAnet : e— iAnet 
mee und — (52) 
h? {y (k0) + v}- {v (10) — »} h? {y (k0) — »}- {v (10) + v} 
multipliziert mit dem Faktor 
Jug ex uj, dt- (u, equ, dr- (uy ez ud. (53) 


Dieser Faktor ist jedoch gegen eine Vertauschung von k und | unempfindlich. 
Betrachten wir jetzt also die Glieder (52) und beriicksichtigen wir zuerst das 
erste Glied, das zu einem beliebigen Paar von k und /| gehért. Nehmen wir 
dann ein solches zweites Glied dazu, in dem k und’! vertauscht sind. (Der 
Nenner dieses Gliedes geht dann in den des ersten iiber.) Diese zwei Glieder 
ergeben 


1 
h? {v (KO) + v}- {» (10) — } 


2cos 42 vt. (54) 


Analog erhalten wir, wenn wir das zweite Glied in (52) mit dem ersten, 
in dem jetzt ebenfalls k und / vertauscht werden, zusammenziehen 


! 
h? {v (k0) — v}- { 10) + »} 


Addieren wir endlich (54) und (55), so folgt 


2cos4zvt, (55) 


wd |2 v (k0) » (10) — 22 
h? {02 (k0) — yh. fy2 (10) — »°} 2cos 4a vt. 


(56) 


Dieser Ausdruck ist wieder gegeniiber einer Vertauschung von k und 
| unempfindlich. Wir kénnen deshalb das dritte Glied von (51) auch noch wie 
folgt schreiben : 


ihe aaa > 
4 oe f ug ex u, dt: | Uy, eq u,dt- { ujezugdr- 


_ 29 (KO) » (10) + 292 — {2 (KO) » (10) — 202} wos dave v (KO) » (10) 


h {v® (kO) — 9} « {92 (10) — 92} 7 (57) 
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va 


Setzen wir dieses Resultat in (51) ein, so erhalten wir fir das ganze 


_induzierte Moment die endgiiltige Formel 


7 
- 


| — Pa = juequdt = {uyequ,dr + 


2 v (k0) 


© S” B. due) a, equgde<—— 
a 02 ‘Sug ez u;, T soy a ts 
1 = 
+BY’ fupertigde- {up eqidr- fujezuyde- "CV) 
v 


k#: 


2 y (KO) » (10) + 292 — {2 (k0) » (10) — 29%} cos dorvt 
h? {v® (Ie0) — 22} {v2 (10) — 2°) 
~~ TS’ Sug esi dr: f uy 02% AC fu, eg tig de” 0) » (A) 
V 


(58) 


2y (k0) v (10) + 402 AF NIN fo 4y (k0) 
h? {v2 (KO) — v}- {2 (10) — 402} h? {v2 (k0) — v2} y mA 


Hier wollen wir noch zwei Bemerkungen machen. Erstens erhalt man 
aus der Schrédingerschen. Wellengleichung, wenn man nach der gewohnten 
Methode den elektrischen Vektor der Lichtwelle als Stérung einfiihrt und 
dann ganz analog wie hier rechnet, ein Resultat, das zwar (58) weitgehend 
ahnlich, jedoch nicht damit identisch ist. Andererseits erhalt man aus 
der auf n Teilchen verallgemeinerten Dirac-Gleichung formal ganz dasselbe 
Resultat wie (58).* Das ist ein weiterer Beweis dafiir, dass das in (8) stehende, 
im Vektorpotential quadratische Glied keine physikalische Realitat besitzt. 
Zweitens wollen wir bemerken, dass wir zwar unsere ganze Rechnung eigen- 
tlich nur fiir ein Einkérperproblem durchgefiihrt haben, doch kénnen wir unser 
Resultat ohne Schwierigkeit auf ein beliebiges n-Kérperproblem verallgemei- 
nern. Dazu miissen wir erstens bloss u durch die antisymmetrische Determinan- 
teneigenfunktion unseres n-Kérperproblems ersetzen und ausserdem statt 


n n 
bzw. q tberall 3’ zg und >’ qq schreiben. 
a=! a=1 


Eine Frage ist noch hier beziiglich unseres Gedankenganges zu beant- 
worten und zwar die, ob es erlaubt ist, die erste Naherung der Energie in unserer 
Rechnung zu vernachlassigen. Dieses Glied multipliziert mit der ersten Nahe- 
rung der gestérten Eigenfunktion miisste namlich ebenfalls ein Glied zweiter 
Ordnung ergeben. Bei der Schrédingerschen Methode kénnte z. B. solch ein 
Glied nicht auftreten, weil es ja abgesehen von Ausnahmsfallen, keinen linea- 
ren Starkeffekt gibt. Bei der Kleinschen Methode wiirde man sich dagegen 


* Anmerkung bei der Korrektur: Eine Zusammenfassung der Resultate dieser 
Berechnungen des Verfassers sind soeben in der Zeitschrift fiir Physik (155, 380, (1959) 


erschienen. 
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denken, dass es zwar keinen linearen Starkeffekt jedoch einen linearen a . 

maneffekt gibt, also miisste nach diesem Gedankengange das fragliche Glied 

tatsachlich auftreten. Wir wollen jetzt zeigen, dass das nicht der Fall ist. 
Fiir das lineare Glied (erste Naherung der gestérten Energie) erhalt — 


man aus (12) ke : 
E,= are a i Pe Ce 2) ey minis (‘- ) 


Up at. (59) — 
he Oz 


Da es sich jedoch um sichtbares Licht handelt, so kénnen wir den Faktor 


etiam = == exi2a > (60) 
vernachlassigen, also folgt 
Ee= eae tip dt-2isin2avt (61) 
he Oz 
und da 
00 : a 
i 0 Uy ide = (el dz= lug |? =i (62) 
02 2 02 [—« 


ist, so verschwindet E,. Man kann also das fragliche Glied immer vernach- 
lassigen, wenn man den Faktor (60) gleich Eins setzen kann. 

Es sei nur noch bemerkt, dass es im Grundzustande meistens sowieso 
keine Zeemanaufspaltung gibt. 

§ 3. Wir wollen jetzt die Frage besprechen, ein wie grosser Effekt bei 
der Streuung mit doppelter Frequenz nach unserem Resultate (58) zu er- 
warten ist und besonders, wie sich die Gréssenordnung dieser zu der Grissen- 
ordnung der Intensitat der Rayleigh-Streuung verhalt. Selbstverstandlich 
wird dann der grésste Effekt zu erwarten sein, wenn wir das parallel zu dem 
elektrischen Vektor der einfallenden Lichtwelle induzierte alternierende Dipol- 
moment betrachten. Deshalb setzen wir von jetzt an immer q = 2. 

Bei der Betrachtung unserer Formel (58) fallt es gleich auf, dass darin 
auch zeitunabhangige Glieder stehen, und wir miissen deshalb zuerst die Frage 
beantworten, ob es nicht sinnlos ist, dass eine zeitabhangige Stérung auch 
zeitunabhangige Stérglieder (wenn auch nur in zweiter Naherung) verursacht. 
Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir folgendes bedenken: Vor diesen 
Gliedern steht immer (wenn wir q = z setzen) der Faktor 


‘3 Uy % U;, dr-{ U;, % Uy, dr-{ U) 3 Up AT, (63) 


und der verschwindet nach den Auswahlregeln bei kugelsymmetrischen Ato- 
men oder Molekiilen. Bei diesen treten also diese Glieder nicht auf. Bei asym- 
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metrischen Molekiilen kénnen sie jedoch tatsidchlich auftreten, und das ist 
_ gar kein Paradoxon. Es wire selbstverstandlich eine Absurditat wenn in Cy 
_lineare solche Glieder auftreten wiirden, fiir in © quadratische Glieder ist das 
_ jedoch nicht mehr der Fall. Man denke z. B. nur an das Beispiel eines asym- 
_metrischen Oszillators, bei dem das schwingende Partikel vom Oszillations- 
; zentrum rechts und links verschiedene maximale Ablenkungen erfahrt. Die 
_Anderung der Kerndistanz (und des Dipolmomentes) eines zweiatomigen 
_heteropolaren Molekiils infolge der Nullpunktschwingung ist ein analoges 
Beispiel. 
_ Nach dieser kleinen Abweichung wollen wir jetzt die Gréssenordnungen 
_ der Intensitaten der Rayleigh-Streuung und der Streuung mit doppelter Fre- 
quenz aug unserem Resultate (58) berechnen und miteinander vergleichen. 
Ein schwingender elektrischer Dipol verursacht bekannterweise in seiner 
weiteren Umgebung (Wellengebiet) die elektrischen und magnetischen Feld- 
intensitaten 


|H|=|E|=|—2 sina], (64) 
| 


wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit, r die Entfernung vom Dipol und @ den Winkel, 
den die Richtung von r und die Dipolachse miteinander einschliesen, bedeutet. 
Aus (64) erhalten wir die ausgesandte Energie mit Hilfe des Poyntingschen 
Vektors 

c 


$=" [6,9]. (65) 
Ax 


Setzen wir (64) in (65) ein, so folgt 
ee ee be andl (66) 


Ac? \ r 


Um die Intensitat des Lichtes zu erhalten, miissen wir noch (66) tiber die 


Zeit mitteln. Also folgt 


1(8)=S(8) = P sin? d, (67) 


Wir miissen also p aus (58) in (67) einsetzen, zweimal nach der Zeit dif- 
ferenzieren, dass erhaltene Resultat quadrieren und dann iiber der Zeit 


mitteln. . 
Beziiglich der Zeitabhangigkeit besitzt jedoch p die Form 


p=C,+ C, cos 2a vt + C, cos dart. (68) 
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; ' 

Wenn wir also die erwahnten mathematischen Operationen durchfiihren, — 

so verschwindet selbstverstindlich das erste Glied, ausserdem verschwindet _ 
jedoch auch das in C, und C, bilineare Glied, weil 


R ah ; | 
ree 2x vt- cos 4a vt dt = rakes 22 vt (2 cos? 20 vt — 1) dt = 
. : (69) 
ue 
= ralg cos? 27 vt — cos 2x vt) dt = 0 
0 


ist. Es bleiben also nur die reinen Quadrate der zeitabhangigen Glieder (reine 
Rayleigh- und reine Doppelfrequenzstreuung) ibrig. 

Aus (58) folgt, dass die mit cos 2zvt und cos 4avt multiplizierten Glieder 
die Gréssenordnungen 


1 


h2 2 


6 Pt and GSP (70) 


hy 


besitzen. Mit P haben wir die die Gréssenordnungen der Ubergangsmomente 
vom Typ f up ez u, dt bezeichnet. Zu den Quadraten dieser Glieder treten we- 
gen der zweimaligen Differentiation nach der Zeit auch noch die Faktoren 
(2av)4 und (4yv)* hinzu, wir haben also endlich 


: 16 G4 Ps — : wh 
y V = = 
a= ie ee er Gin SF ep’ (71) 
v ©2 D4 ay 
GP h2 2 


wo I, die Intensitaét der Rayleigh-Streuung und [,, die der Doppelfrequenz- 
streuung bedeutet. Fiir die Gréssenordnung von P setzen wir 10-18 cgs. ein, 
h ist gleich 6,612 -10~*" ergsec und fiir » beniitzen wir ungefahr die Frequenz 
der NaD-Linie, setzen also vy ~ 0,5-105 sec—1. Dann erhalten wir fiir (71) 


tS >) 9 r 
Fae Meo: = (72) 


v 


Das Verhaltnis der Streuintensitaten hangt also von der Intensitat des 
primaren Lichtes ab, wie ja das auch. nach elementaren physikalischen 
Erwagungen sein muss. Um also doch einen Begriff von dem Verhaltnis der 
Gréssenordnungen der erwahnten zwei Intensititen erhalten zu kénnen, 
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-miissen wir beziiglich der Intensitat des Primarlichtes eine Annahme machen. 
‘Betrachten wir also zuerst den Fall, dass die Intensitat von diesem (mono- 


4 
_ chromatischen) Licht ebenso gross wie die totale Intensitit der Sonnenstrahlung 


auf der Erdoberflache ist. 
Die Solarkonstante betragt auf der Erde rund 2g cal/cm? in der Minute. 
Fir G2 berechnen wir daraus mit Hilfe der Formel 


ae eer alia aoe (73) 


etwa 


G2 ~ 1,2-10-3 egs, (74) 
Setzen wir dieses Resultat in (72) ein, so folgt 


I 1 


v 


Das ist eine recht kleine Zahl, jedoch sind hier einige weitere Umstande 
zu beachten, welche (75) noch um viele Gréssenordnungen Andern kénnen. 

Zu allererst miissen wir selbstverstandlich den Umstand beachten, dass 
hier die Beobachtungsméglichkeiten viel giinstiger sind als beim Ramaneffekt, 
weil ja die zu beobachtende Frequenz hier sehr weit von der der Rayleigh- 
Linie liegt. Man kénnte z. B. die Versuchsbedingungen sogar so wahlen, dass 
nur die zu beobachtende Streulinie im sichtbaren Gebiet liegt. Ausserdem 
strahlen unsere kiinstlichen Lichtquellen eben im nahen Ultraroten am 
starksten. 

Zweitens miissen wir beriicksichtigen, dass nach (72) das Verhaltnis der 
Intensitéten der Doppelfrequenzlinie und der Rayleigh-Linie zu (4, also zu 
der Intensitat des Primarlichtes, proportional ist. Wir haben es deshalb in der 
Hand, dieses Verhaltnis noch wesentlich zu erhéhen. Bekannterweise sendet 
die Flacheneinheit einer modernen Quecksilberhochdrucklampe mehr Licht 
aus als die der Sonnenoberflache. Desshalb kann man also (75) etwa um den 


Faktor 


aT onnenober/idche a(150: 106 Km)? 
Trae (7: 105 Km)? 


~ 4,5 +104 (76) 


erhéhen. é 
Drittens — und dasist vielleicht der wichtigste Umstand,derimZusammen- 


hang mit dieser Frage beriicksichtigt werden muss — steht in (58) im unter- 


q 
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strichenen Gliede ein Resonanznenner, der die doppelte eingestrahlte Frequenz 


* 
. 
' 


+ 


enthalt. Wegen (67) geht ausserdem noch das Quadrat dieses Gliedes in die 


Formel der Intensitat der Streuung mit doppelter Frequenz ein. Wir haben also 
im Ausdruck dieser Intensitat den Faktor 


«ag 


nee E (40) — v?}- {9 (10) — (2 »)*} 


Poa 
‘ 
4 


Wahlen wir also die eingestrahlte Frequenz so, dass ihr doppelter Wert 
ganz nahe zu einer scharfen Resonanzfrequenz der benutzten Streusubstanz 
liegt, so kénnen wir nach (77) die Intensitaét des mit doppelter Frequenz ge- 
streuten Lichtes noch um viele Gréssenordnungen erhéhen, ohne dass wir 
damit auch die Intensitat der Rayleigh-Linie erhéhen wiirden. In diesen beiden 
zuletzt erwahnten Umstanden liegt ein krasser Unterschied gegeniiber den bei 
der experimentellen Untersuchung des Ramaneffektes auftretenden Verhalt- 
nissen vor. 

§ 4. Jetzt wollen wir noch die bei dem berechneten neuen Effekt auf- 
tretenden Auswahlregeln besprechen, aus denen man auch Richtlinien dafiir 
erhalt, welche Materialien zu dem experimentellen Nachweis dieses Effektes 
am geeignetesten sein werden. Vor unseren die Streuung mit doppelter Fre- 
quenz verursachenden Gliedern steht in (58) der Faktor (63), und wie wir das 
schon bei der Besprechung der zeitunabhangigen Glieder in (58) erwahnt haben, 
verschwindet dieser Faktor fiir Atome und kugelsymmetrische Molekiile. 
Bei diesen ist also der neue Effekt nicht zu erwarten. Dagegen wird dieser 
Faktor ceteris paribus desto grésser sein, aus je unsymmetrischeren Molekiilen 
die streuende Substanz besteht. Die Molekiile der Streusubstanz sollen also 
jedenfalls ein grosses Dipolmoment besitzen. 

Die Auswahlregeln fiir den neuen Effekt wollen wir jetzt streng formulie- 
ren. Wie wir das eben erwahnt haben, verschwindet diese Streuung fiir Atome 
(Atomionen) und kugelsymmetrische Molekiile. Das folgt einfach aus der 
Auswahlregel fiir die Nebenquantenzahl, nach der sich diese nur um + 1] 
andern kann, also kénnen in (63) nicht alle drei Integrale gleichzeitig von Null 
verschieden sein. Bei zweiatomigen heteropolaren Molekiilen wird jedoch der 
Effekt im allgemeinen nicht verschwinden, weil sich ja bei ihnen die Quanten- 
zahl A um +1 und 0 dndern kann, (dabei werden, wenn sich A nicht andert, 
Momente entlang der Molekiilachse und, wenn sie sich um -L1 andert, Momente 
darauf senkrecht induziert) und deshalb (63) nicht notwendigerweise ver- 
schwindet. Allerdings wird bei zweiatomigen Molekiilen, die ja meistens recht 
symmetrisch gebaut sind, (ihre Dipolmomente sind meistens klein) der Effekt 
nur schwach auftreten. Bei homonuklearen zweiatomigen Molekiilen ver- 
schwindet dagegen wieder exakt der neue Effekt. Das folgt einfach aus der 
Auswahlregel, dass bei diesen gerade Terme nur mit ungeraden und umgekehrt 


+ 


: lissees (77), 
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_kombinieren. Also kénnen fiir solche Molekiile in (63) wieder nicht alle drei 

_Faktoren von Null verschieden sein. Analog kénnte man beweisen, dass auch 
bei mehratomigen Molekiilen, die eine zweizahlige Symmetrieachse und eine 
_darauf senkrecht stehende Spiegelebene besitzen (z. B. Acetylen, Athylen usw.), 
der neue Effekt verschwindet. 

SchlieBlich kénnen wir also feststellen: Atome, kugelsymmetrische 
_Molekiile, zweiatomige homonukleare Molekiile und mehratomige Molekiile, 
welche eine zweizahlige Symmetrieachse und eine darauf senkrecht stehende 
Symmetrieebene besitzen, sind »doppelfrequenzinaktiv«. Mehratomige un- 

symmetrisch gebaute Molekiile sind dagegen »doppelfrequenzaktiv« und zwar 
um so mehr, je unsymmetrischer sie gebaut sind. 

Um doch einen gewissen Anhaltspunkt beziiglich der bei asymmetrischen 
Molekiilen auftretenden Verhdltnisse zu erhalten, wollen wir jetzt unsere 
Formeln stark schematisieren. Nehmen wir also an, dass wir statt den ver- 
schiedenen Eigenfrequenzen geeignet gewahlte Frequenzmittelwerte einfiihren 
kénnen. Die Summenzeichen vor unseren in (58) stehenden Gliedern beziehen 
sich dann nur noch auf die Faktoren (63). Wir haben also 


2 J Ug zu, dt- \u,zu,dt- \u,zu,dt. (78) 
k 
Andererseits ist nach einem bekannten matrizentheoretischen Satze 


2 P (jk)-P (kl) = P? (jl). (79) 


Mit Hilfe von (79) formen wir (78) um: 


Dal fuyzu,dt-\u,2u,dt {ujzudt= X (uy 2 u,dt- | u,zuydt = 
Kl - 
(80) 
= f uy 28 Ug at. 


Es werden also solche Molekiile fiir die Streuung mit doppelter Frequenz 
besonders »aktiv« sein, bei denen 2° iiber die ganze Ladungsverteilung gemittelt, 
recht gross sein wird. Es ist zu beachten, dass diese Behauptung nicht mit der 
identisch ist, dass das Dipolmoment des fraglichen Molekiils recht gross sein 
soll, weil das letztere durch die Formel 


J up 2 Uy dt (81) 


definiert ist. 
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Wir kénnen also unsere Resultate folgendermassen zusammenfassen : 
Zum experimentellen Nachweis des neuen Effektes werden erstens ganz asym- 
metrisch gebaute Molekiile am geeignetesten sein, bei denen (80) (also z? 
gemittelt tiber die ganze Ladungsverteilung) recht gross ist. Ausserdem sollem 
diese Molekiile eine méglichst scharfe Resonanzfrequenz besitzen, und die 
eingestrahlte Frequenz ist nach (77) so zu wahlen, dass ihre Grosse sehr nahe 
gleich der Hialfte dieser Resonanzfrequenz ist. Ausserdem wird es fiir die 
Beobachtung giinstig sein, wenn die fragliche Streusubstanz in der Nahe der 
eingestrahlten Frequenz eine Resonanzfrequenz besitzt, weil dadurch nach 
unserer Formel (58) die Intensitaten der Rayleigh- und der Doppelfrequenz- 
streuung noch im selben Masse erhéht werden. 

Wahrscheinlich werden zum Nachweis des besprochenen neuen Effektes, 
ebenso wie beim Ramaneffekt, Fliissigkeiten am geeignetesten sein. Es ist 
zwar wahr, dass bei diesen infolge der unvermeidlichen Verunreinigungen 
die Rayleigh-Streuung (Mie-Effekt an suspendierten Teilchen usw.) gegeniiber 
Gasen stark erhoht wird, die viel gréssere Dichte wird jedoch diesen Nachteil 
sicher itiberkompensieren. Selbstverstandlich miisste der neue Effekt auch an 
sehr asymmetrisch gebauten festen Kérpern (z. B. solchen die auch Ferroelek- 
trika sind) auftreten, doch kénnte man bei diesen (77) nicht ausniitzen, weil 
ja feste Kérper keine scharfen Absorptionsfrequenzen besitzen. 

Wir wollen noch erwahnen, dass auch die Intensitait des neuen Effektes 
ebenso wie die der Rayleigh-Streuung ausserhalb der Resonanzgebiete, die fiir 
die zwei Effekte nicht tibereinstimmen, 4-4 proportional ist, und dass wir bei 
unseren Rechnungen die Molekiilrotation immer unberiicksichtigt gelassen 
haben, also immer ein molekiilfestes Koordinatensystem benutzten. Das war 
tatsachlich erlaubt, weil ja die Rotationsfrequenzen im VerhAaltnis zur Frequenz 
des eingestrahlten Lichtes recht klein sind. 

Zum Schluss wollen wir nur noch erwahnen, dass man ganz analog, wie 
wir hier die Streuung mit doppelter Frequenz berechnet haben, auch das 
Problem behandeln kénnte, in dem an einer Streusubstanz gleichzeitig zwei 
Lichtwellen verschiedener Frequenz gestreut werden und dabei auch eine 


Streuung auftritt, deren Frequenz die Summe der zwei eingestrahlten (ver- 
schiedenen) Frequenzen ist. 
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BBIUMCJIEHHE COEQMHEHHA HA MATEPHAJIE JIBYX ®OTOHOB C UOJMHAKO- 


, BOH YACTOTOHM TPH MOMOWM YPABHEHHA 
KJIEHHA—TrOP]OHA 


T. HAMTEBAEP 
Peswme 


Tlocne kopoTKoro oOcyxKTeHHA usMyeckOll peanbHOCTH sBTOporo upHOnuwKeHNA 
-KBaHTOBOMeXaHHyeCKOM TEOPHH BOSMYIMCHHA B JaHHOM TIpHOWKEHHM BHIUMCIAeTCA QIeKTPH- 
‘4eCKHH MOMCHT, HHAYUMPOBaHHbIt BEKTOPHbIM TOTeHIMasIOM CBepOBOH BONHEI B MOJIeKYJIe. 
KOHeuHbIe peSyJIbTATHI BbIBOJa WawTcA popmynoli [58]B KOTOpOH 4eH, YMHOKeHHBIM Ha Cy 
HaeT Wpocroe pareeBckKoe paccesHHe, a YMHOOKeHHbIe Ha ©? uw 3aBMcAIMMe OT BPeMeHHM YeHbI 
OOYCIIOBIIAIOT paccesHHe C ABOHHOH uacTOTOH. B jjanbHelilleM JOKaSbIBaeTCA, YTO HM UJICHHI, 
YMHO?KeHHBIe Ha ©} u B TO BpeMsA He 3aBHCALIMe OT BpeMeHH, UMeIOT (PHSMYECKY!O PeasbHOCTD. 
OueHMBaeTCA OTHOWIeHHe HHTeCHCHBHOCTeH pacceaHUA, MU B CBASM Cc 9TUM OOCYKAaeTCA BOIpOC 
MpaBHJIbHOrY BbIOOPa SKCMePHMCHTAJIbHEIX YCIOBHH C WesbIO, YTOObI MepBOe ObIIO MO BO3MOIK- 
HOCTH OOubUIe. CaMbIM BaXKHBIM YWICHOM ABIIACTCH WIeH MOAYePpKHYTHI B (58) (OH, KpoMe 
STOrO, @urypupyeT U B MOPMyse MHTeEHCHBHOCTH, BOSBeAeCHHbIM B KBalpaT), KOTOPbI Womyc- 
“KaeT yceHHe OfHOrO OONbWOrO PesoHaHca pacceAHUA C ABOMHOM yacTOTOH Oe3 OAHOBpeMeH- 
HOTO YCHJIeHHA poeeBCKOrO paccesHUA. B § 4 BHIBOAATCA NOABIAIOMIMeCA pH HOBOM 3pexrTe 
papuia oTOopa, M0 KOTOPbIM JaHHbili sphekT B CIyyae aTOMOB Hi MOIeKYJI C OONbUIOH CHM- 
MeTpHeH ucuesaeT. HanOonee cusIbHa (AaKTMUBHOCTb ABOHHOM YacTOTb? MOSTOMY Y MOJIEKYJI 
C NOUHOH acuMMeTpHell. 
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Slater orbitals have been applied to the building up of a trial wave function of the ls 
ground state of a H atom being at a distance of 2 a.u. from the midpoint. If the angular 
part is a combination of the orbitals s, p corresponding to a sp hybrid enlarging the radial part 
re yr by further terms r"i—! e—yi7 only an irrelevant improvement appears in the energy (about 
0,01 a.u.) Combining the simple radial part re—»r with angular parts p, d, f an improvement 
of about 0,14 a.u. may be attained in the energy. 


1. Introduction 


The application of the one-center wave function approach to tetrahedral 
symmetric hydrid molecules (particularly to methane) has been investigated 
by several authors [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. According to the MO method the valence 
shell may be simply described by the electron configuration (ns)? (np)® 1S, 
(spherically symmetric approximation) and the radial part of the atomic 
orbitals the center of which is in the midpoint of the molecule may be determi- 
ned by the variational method. (The orbitals may be Slater or hydrogen-like, 
etc. atomic orbitals, the radial part of which contains variational parameters.) 
The binding of the molecule cannot be interpreted by this model and the 
electronic density is too diffuse in the external regions (this manifests itself 
in the computed value of the diamagnetic susceptibility, which is — even after 
taking into account the high-frequency paramagnetism — higher than the 
empirical value). These insufficiencies can be eliminated within the framework 
of the MO method taking into account the configurational interaction [4] 
(for instance adding to the molecular orbitals apart from the atomic orbitals 
s, p also the atomic orbitals d, f etc.).* The one-center wave functions can be 
built up also according to the VB method, by expanding the orbitals of the 
four H atoms in a suitable set of functions (for instance the Slater atomic 
orbitals with center in the midpoint of the molecule) [6]. If in the expansion 
only terms provided with angular parts s and p are taken into account and 
moreover in such a proportion which corresponds to the orthogonal hybrid 


* Such a computation for methane has been promised in [8]. 
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orbitals sp, the diagonal part of the first order density matrix will be spheri- 


cally symmetric (this means a considerable simplification in the computation). — 


ann a ae 


Applying to the 4 hydrogen orbitals a simple radial part re” the energy im- © 


proves to a slight extent only (about 1,6 eV, but the bond cannot be interpreted 
by the model), whereas the electronic density is flattened [7]. A value of cor- 
rect sign is obtained for the binding energy 


Eta, = Ecu, == E< = 4 Ey, 


which in order of magnitude equals the experimental one if the energy values 
E, and E,,are computed by a similar method as the Ecq,. This means that the 
energy of the H atom has to be computed with the orbital Nre~” (1 + 3 cos 9). 
Thus E,, = 0,26603 a.u. is obtained, whereas the empirical value is —0,50000 
a.u. For the four H atoms the sum of the difference is about 0,93 a.u., whereas 
the difference between the computed and empirical value of Egy, is about 1,1 
a.u. (Thus in the approximation applied above the main insufficiency of the 
one-center wave function is that the orbitals of the 4 H atoms are approxi- 
mated badly. It should be emphasized, however, that it is not the good approxi- 
mation of the unperturbed atomic orbitals of the H atoms which is important 
but rather the chosen trial function has to be flexible enough for the descrip- 
tion of the atomic orbitals of H contributing to the bond. 

The orbital 1s of the unperturbed H atom is spherically symmetric, it 
has a peak at the H nucleus and falls down exponentially further away from 
it [6]. The orbitals of the H atoms in a tetrahedral symmetric molecule are 
subjected to the following variations : 

a) One of the atomic orbitals of H is overlapped by one of the hybrid 
orbitals sp? of the central atom directed to it, on the other hand orbitals of 
the H atoms are polarized by the electrostatic field of the central atom. These 
together are causing a deformation directed towards the bonds, owing to which 
the electronic density increases in the region between the central atom and the 
H nucleus, whereas it decreases in the region outside the H nucleus (if it is 
allowed by the Pauli principle). The binding is actually brought about by this. 
By these effects only a cylindrically symmetric deformation is caused. 

b) Due to the polarization effect of the other three bonds and protons 
the cylindrical symmetry ceases: each bond has a symmetry axis Ge 

c) Owing to the electron correlation the electrons are not moving indepen- 
dently from each other: the probability of finding an electron in a given 
point depends on the position of the other electrons. 

From the energetical point of view in general the effect a) is the most 
important one. 

Let us examine now the case of the trial atomic orbital of H : Nre-?" (he 
+ 3 cos #). The electron density corresponding to it has a higher flat maximum 
in the region between the center and the H nucleus (closer to the H nucleus) 
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and a smaller maximum at the other side of the center. Therefore the electron 
istribution is not concentrated near the H nucleus and thus the value of the 

“kinetic as well as of the potential energy is smaller than the exact value (in 

Bopotute value). However, the advantage of that trial orbital is that the displace- 

ment of the electron density into the direction of the central nucleus can be 

-earried out easily with the decreasing of the parameter y. 

4 The aim of this paper is to investigate in case of a H atom being at a 

distance R — 2,00 a.u. from the center: 

a) the effect produced by the radial part on the energy obtained variation- 

ally with an angular part (1 + 3 cos 9); 

. b) the effect of the angular part with a given radial part re~’”. 


2. Analytical computation 


Let the nucleus of the H atom be at a distance R a.u. from the origin 
of the coordinate system on the Z axis. Thus with the usual denotations the 
Hamilton operator of the H atom in atomic units is 

1 i 
tea lee Of 12, ; 
2 Vr? + R? — 2Rr cos 3 


The trial wave function of the H atom is built up from the following 
normalized Slater atomic orbitals: 


Cs oe I it lp 
P= R Yin = Fon a Ae = P,; (cos 9). 
The parameters y; are varied, whereas for the n, the integers 2, 3, 4 


are taken. 
With these denotations 


ee errant tn) 
| GPa = Sut (2n,)! (2n;)! Oey) 


The expression of the kinetic energy will be 


i 
78 (n; +n)? —4 (m+n) 


Mais — + [edgar= Ss Bae id 


— y?n,; (nj — 1) — vin, (n; —1) +4; (i; + 1) (ty. 


1 : 
For the computation of the potential energy aR? 2Rr a expanded 


[9]: 
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. The trial y function is taken in the following form : 

= 2 SF: 
The variation of the energy expression 


e 
pai vied 
S ppdr 


with respect to the c; leads to the system of equations 


FS (H;;—ES,)=0, Hy=Ki,+Vi;. 


the corresponding values of E and parameters c; can be determined from the 
secular equation [9]: 


The energy is depending not only on the c; but also on the parameters y;, 


therefore secular equation has to be solved separately in case of several 
different values of y; in order to obtain the energy minimum. 


3. Results 
a) As demonstrated in [7] with the use of the trial function 


vt = Ry (Yoo + /3 Yw) 
in case of n, = 2 and R= 2,000 a.u. ore — —(0,26603 a.u. is obtained for 
the energy. At the energy minimum y, = 0,72. The trial function 
pe = (¢ Ry + ¢2 Rs) (Yoo + 13 Yio) 
gives ER — —0,272 a.u. ifn, = 2, nz = 3. At the energy minimum: y, = 0,72, 
j— 14, ¢, = 0,731,¢, = 0,294. Completing the radial part of yr by a term 
eR, (n, = 4) the lowering of the energy with respect to Es can be estimated 


to be maximally 0,003 a.u. 
b) For the examination of the effect of the angular part the following 


trial functions have been applied : 
vt = R, Yoo > 
pe = R, (ey Yoo + ¢ Yio) > 
ys = R, (ce, Yoo + & Yio + &s Yoo) » 
we = Ry (ey Yoo + % Yio + &a Yoo + %a Yao) - 
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The y, and the coefficients c; have been varied. Energy minima and es cor 
responding values of y, and c; for the case R = 2,00 are shown in the 


following Table. 


A 2 
Ry ve vi Vat . 
c 1,000 0,862 0,803 0,787 / 
Ce, — 0,508 0,552 0,564 
e = jake 0,225 0,240 
. a =o ss 0,076 
Ej —0,245 —0,334 0,373 —0,387 
V1 0,85 0,86 0,86 0,86 


4. Conclusions 


a) No considerable improvement is obtained by the trial function pr 
provided with the angular part (Yo 9 + 3 Yj) in an increase of the number 
of the R;. The expression of the form r™~' e~”* is not flexible enough to con- 
centrate the electrons near the H nucleus. Some improvement may be expected 
as is shown by the computation carried out by Joy and Parr for the H, 
molecule when varying also the exponents n; [8]. It should perhaps be exa- 
mined whether by special expressions more suitable to the nature of the 
problem greater lowering of the energy is obtained than by Slater and hydrogen- 
like atomic orbitals. 

b) Increasing of the number of terms with different angular parts seems 
to be effective. It is worth while to note that for yw c,/c, = 0,589 and y, = 
= 0,85, which differ considerably from the values ¢,/c, = 3 and y, = 0,72 
taken up in the case of p}. The improvement of about 0,06 a.u. is due to the 
fact that the ratio c,/c, has been varied and has not been equated to \/3. A con- 
siderable improvement is attained by the angular parts of character d, f, 
also increasing the electronic density near the H nucleus. This is in accordance 
with GAspAr’s calculations carried out for Hz [11] who found that also the 
contribution of the term provided with angular part g is considerable. 

In case calculations are to be carried out for CH, (or NH; ) it is advisable 
to use 4 possibly completed with an angular part of character g, because 
probably a considerable contribution is given also by this). A further improve- 
ment may be attained by providing each term of p; with a different radial 
part and separately varying their parameters y; and possibly also the exponents 
n;. The deviation from the cylindrical symmetry of the bonds may be taken 
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into consideration by building into the yp? and hybrid orbitals sp? of the central 

, atom terms provided with suitable P,,,. Building up the wave function of 
_-the molecule according to the VB method (considering possibly also the so- 
_ called ionic homopolar resonance) also part of the correlation energy of the 
valence electrons is obtained. 

The author is greatly indebted to Professor P. Gompis for his interest 
in the work and for his help as well as to his colleagues [REN Anyos, Epir 
MAcort, Zsuzsa Ozoréczy and Junia Vaczé for having carried out the 
numerical computations. 
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TIPHMEHEHHE OJJHOLIEHTPOBbIX -ATOMHbIX OPBHT JIA WOCTPOEHHH 
BOJOPOJHbIX OPBHT B MOJIEKYJIAX TUQPHOB C TETPASTPHYECKOM 
CHMMETPHEM 


9. KAIIYH 
PeswmMme 


Jia mocrpoeHuaA ammpokcumupylouel BOHOBOM (YHKUMM OCHOBHOrO COCTOAHUA Is 
atoma H, HaxofAuleroca Ha paccTOAHMN B 2 a.€. OT WeHTPa, ObLIM MPpHMeHeHbI OPOUTHI Custepa. 
EcuM 3aBvcaliad OT yruia YaCTb ABJIAeTCA KOMOMHALMel s, p, COOTBCTCTBYIOWeH TMOPHAHOH 
opOute sp, TO B Cily¥ae MOMOJHeHHA MCXOAHONH paqMasbHOH YacTH re~?1" MOCJeEAYIOUMMM 
yleHamu r%i—le—vir B QHEPrUM OOHAPY>KMBAIOTCA JIM HeSHAYMTCJIBHBIC yJTYYUIeHHA (mpHos. 
0,01 a.e). pu KkomOnHauuu Mpocroi paguasbHOH yacTH re~V:" C 3aBUCHINMMM OT yrsia YaCTAMH 
xapaxtepa p, d, f B 9HEPr MOKHO JOOUTLCA YIIYYICHHA B 0,14 a. e. 
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A GRAPHICAL METHOD FOR DETERMINING THE 
_ COEFFICIENT OF VISCOSITY OF NON-ELASTIC 
Zz LIQUIDS IV 
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Consider a non-elastic liquid filling the annular gap between two coaxial 
cylinders. The outer be of an inner radius b in cms, and oscillating through 
very small amplitudes of the order of 1° with various frequencies n c. p. s. 
The inner of radius a in cm, moment of inertia I gm cm? be suspended by a 
torsion wire of restoring constant tT in gm cm? sec~?. 

If @, is the displacement of the inner cylinder, 9, that of the outer and 
6 the phase angle by which the inner cylinder lags the outer cylinder, then, 
-according to my theory we have [1] 


- 


VY cos® = g L,L +M:M (1) 
a L? + M? 
where 
T= OID. 


L, M, L, and M, have been given [2] in a previous paper by the author. 
Equation (1) represents an exact relationship between the measured 
quantity y cos ®and the desired 7 (the coefficient of viscosity). This equation 
is neither simple nor direct as the Bessel function involves 7. 
By introducing in equation (1) a dimensionless parameter defined by 


gton le 
| 


where n is the frequency, g the density and 7 the coefficient of viscosity of 
the liquid and X may take any positive value, for which in our work was 


1 and therefore y2 Ba = 1, s0 that y2 Bb =1.4 and substituting 


GAL eee, mee i 


chosen x = 
the value of /2 Ba and /2 Bb in equation (1) we have 
0.5 
am ce | 2540" (2) 
WY cos @ 
: eee Se 2 
By drawing a line perpendicular to the a | axis it inter- 


i rve prtain i : Ws. 
sects the experimental curve at a certain angular frequency ©; 
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- Hence, by substituting the value of @, obtained and the value of X 
chosen in the following relation. : 


3h 
x 


i} =O. 2 


the value of 7 can be determined. 


1-¥cos P\%° 


(treet 


Results 


The following Table gives the results derived from Marxkovirz et al [3] 


for standard oil OB—5 obtained from the National Bureau of Standards. 
iar (1— W cos @ 

The full line in the Figure represents the variation of |————_— 
Wecos@D 


w for the respective liquid, while the dotted line shows the variation of the 


0.5 
| versus 


dimensionless parameter curve. 


7 in poise 
Ws 


from exper from a paper 


760 | 88.92 | 91.6 


From the Table it appears that both theory and method are satis- 
factory. 
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THE CALCULATION OF THE DIFFERENTIAL ELASTIC 


ECROSS SECTION FOR COMPLEX ATOMS FOR THE SELF 


, CONSISTENT FIELD 
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Ttas iowa that the differential elastic cross section J (Q) for an elastic 
collision of an electron of velocity v with a spherically symetrical field of 


_ force of potential V(r) in the first Born’s approximation is given by [1] 


(0) 


r) r?dr|, 


Seas lee mE YY (ar (1 


where k is 


k= dame sin fh. (2) 


There are two methods available for the determination of the field V(r) the 
self-consistent field method of HARTREE [2] and the statistical method due to 
Tuomas [3] and Fermi [4]. The Thomas-Fermi theory can be expected to be 
the most accurate for atoms with many electrons and for values r not too 
large. It does not seem to give a good approximation in the outer regions 
of atoms, even with many electrons. For heavier atoms the Thomas-Fermi 
method gives results equivalent with those obtained by the Hartree method, 
but these disagree for the lighter atoms. For the Thomas-Fermi potential 
formula (1) for the differential elastic cross section I(@) is given by 


2 


34/8 f2 Z1/8 
5 : (3) 


217/83 77218 e2 m wu 


Jee sinwxdx 


0 


(6) =| 


where 
p= 37% hv sin 2 Q/ (278 alls e 21/9) . (4) 
2, 


In the last formula for the differential elastic cross section I(@), P(x) is 
the Thomas-Fermi function for free neutral atoms. In the self-consistent 
field we must replace @ (x) by Z |Z, where Z, is the effective nuclear charge 
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and Z is the atomic number of the considered atom. GAsPAR [5] has shown 
that one can represent Z,/Z with sufficent accuracy by the following simple 


formula 
e 


Z,|Z (5) 


- 1+ bx’ 


where the constants a and 6 are given by a = 0.1837 and b = 1.05. GAsPAr 
has discussed Z,/Z given by eq. (5) in more detail. In this note we derive 
I (@) using the approximate Gaspar formula for Z p/Z given by eq. (5). First 
we use the identity 


en = e & be~& 


x(L-bx) « ~1-e be 


(6) 


we see then that 


co co co 


eX ent A ee ‘ 

—————— #1 =e dx — b | ———— ax at 
i aoe) sin (ux) dx J e sin (ux) dx J TEASE sin(ux)dx. (7) 
0 


0 


According to Macnus, OBERHETTINGER and Tricomi [6] we obtain after 
some calculations 


co 
rps 


eae sin (ux) (dx) = > fexp [(a —i)/b] . Ei[— (a —ip)/b] 


0 


(8) 
exp [(a+ip)/b]. Ei[—(a +iw)/d]}, 


since the integral on the right side of eq. (7) as also the first integral on the 
left side can be evaluated for a > 0 and uw > 0. In the last formula the symbol 
Ei denotes exponential integral. Replacing the integral appearing in eq. (3) 
for the differential elastic cross section I[(@) by the right side of the last for- 


mula, eq. (8), we obtain an analytical formula for I(@) for the GAsPAR approxi- 
mate expression for Z,/Z. 
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N. M. Ginrer: Die Potentialtheorie und ihre Anwendung auf die 
Grundaufgaben der mathematischen Physik. B. G. Teubner Verlagsgesell- 


schaft, Leipzig, 1957, X + 341 Seiten. 


Die vorliegende Monographie der Poten- 
tialtheorie wurde erst in franziésischer Spra- 
che, in der Collection Borel, im Jahre 1934 
unter dem Titel: »La théorie du potentiel 
et ses applications aux probléme fondamen- 
taux de la physique mathématique« publiziert. 
Seitdem wurde sie eine der Standardwerke 
der modernen mathematischen Physik. Diese 
Ausgabe ist eine Ubersetzung der russischen, 
welche noch mit Ergaénzungen und Erweite- 
rungen durch W. I. SmiIRNOW sowie mit 
einer kurzen Bibliographie des im. Jahre 
1941 verstorbenen Verfassers veréffentlicht 
wurde. 

Die Potentialtheorie und die damit zu- 
sammenhangenden Probleme der mathemati- 
schen Physik standen seit Beginn des 19. 
Jahrhunderts im Mittelpunkt des Interesses 
der Mathematiker. Einer strengen Unter- 
suchung wurden die Eigenschaften der ver- 
schiedenen Potentiale jedoch zunachst nicht 
unterworfen, weshalb es bei der Anwendung 
der Potentialtheorie auf Randwertprobleme 
der mathematischen Physik verschiedene un- 
begriindete Momente gab. Anderseits exis- 
tierten bis zum Ende des 19. Jahrhunderts 
keine einigermassen bestimmten und tieflie- 
genden Ergebnisse tiber die Eigenschaften 
der Lésungen dieser Probleme bei Annahe- 
rung an den Rand. GinreR, als Schiiler von 
der Lésungen dieser Probleme bei Annahe- 
rung an den Rand. Ginter, als Schiiler von 
A. M. Lyapunov, stellte sich — in dem er 
im wesentlichen von den Arbeiten seines 
Lehrers ausging — die Aufgabe, die ganze 
Potentialtheorie systematisch und mathe- 
matisch streng darzustellen. 

In dem ersten, einleitenden Kapitel wer- 
den erst die LyapuNovschen Bedingungen der 
zu betrachtenden Gebiete, wichtige existen- 
zielle Satze der beriicksichtigten Funktionen, 
die auf einer Flache definiert sind und ihre 
Differentiation, dann die bekannten grund- 
legenden Siatze von OsTROGRADSKI und 
STOKES, von GREEN und von GAUSS aus- 
fiirlich besprochen. 


Das zweite Kapitel wurde einer systemati- 
schen Entwicklung der Potentialtheorie ge- 
widmet. Es werden erst das Potential der 
einfachen Schicht, seine Stetigkeit, einige 
Satze iiber das Potential der Doppelschicht, 
die Stetigkeit der Normalableitung der ein- 
fachen bzw. der Doppelschicht, die Konver- 
genz der wichtigsten Integrale behandelt. 
Dann beschaftigt sich der Verfasser mit dem 
Newrtonschen Potential, mit der Existenz 
seiner beiden ersten zwei Ableitungen, mit 
dem Potssonschen Satz sowie mit den Ab- 
leitungen des NewrTonschen Potentials mit 
differenzierbarer Dichte. Weiterhin wird die 
Funktionenklasse H(l, A, A) definiert, die 
aus solchen in einem Gebiet (D) definierten 
Funktionen f(x, y, z) =f(M) ensteht, die 
beschrinkte und stetige Ableitungen bis 
zur Ordnung I (I = 0) besitzen, d. h. fiir die 


OP f 


0 xP10 xP20 xP3 <4 


(P, + Po + Ps = P,P = 0,1, 2,..., 1) 


sind und deren Ableitungen fiir ein beliebi- 
ges Paar von Punkten M, und M, von (D), 
deren Abstand r,, kleiner als eine gewisse 
Zahl r, <1 ist, der Ungleichung 


ol f } ae OS ) — 
(, ali 0 xle Ox!3) yy, Ax Oxle Oxls) my, 


< Ari, (6 SAS), 4 +h+4=) 


geniigen, wobei die Zahlen A und A von der 
Wahl der Punkte unabhingig sind. Diese 
Funktionenklasse spielt in den letzten Para- 
graphen des Kapitels sowie in der ganzen 
Monographie eine ausgezeichnete Rolle. Nam- 
lich, um die verschiedenen Probleme der 
Potentialtheorie mathematisch streng formu- 
lieren zu kénnen, soll weitgehend beriicksichtigt 
werden, welchen Funktionenklassen die Be- 
legungsdichte der einfachen und der Doppel- 
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schicht angehéren miissen. Es ist weiterhin 
ein sehr wichtiger Sonderfall, wenn die Poten- 
tiale selbst Elemente der Funktionenklasse 
C(k) sind, die sich folgenderweise definieren 
lisst: eine in dem Gebiet (D) definierte 
Funktion f(x, y, z)=f(M)_ gehore der 
Klasse C() an, wenn f in (D) stetige und 
beschrankte Ableitungen der Ordnung k (= 1) 
besitzt, und wenn diese Ableitungen und die 
Funktionen selbst dem Betrage nach nicht 
grésser als A > 0 sind. Endlich wird das 
Potential der einfachen und der Doppel- 
schicht sowie das Newronsche Potential mit 
summierbarer Dichte besprochen. 

Hinsichtlich der Form der durch die 
Flachen (S) begrenzten Gebiete werden die 
folgenden Falle unterschieden: (1°) In dem 
Falle, der als der gewéhnliche bezeichnet 
wird, existiert nur eine einzige Flache, die 
ein zusammenhangendes Gebiet begrenzt. 
Von den beiden Gebieten, die durch (S) von- 
einander abgegrenzt werden, wird das 
dussere Gebiet, das den unendlich fernen 
Punkt enthalt, mit (De) und das innere 
Gebiet mit (Dj) bezeichnet. (2°) »Der Fall 
(J)« soll darauf hinweisen, dass mehrere 
innere Rander existieren. Dann wird durch 
(D;) das zasammenhingende Gebiet, das durch 
alle Flachen begrenzt wird und den unendlich 
fernen Punkt nicht enthalt, bezeichnet, 
wahrend unter (De) das aus dem ganzen 
iibrigen Raum bestehende Gebiet bezeichnet 
wird. (3°) Schliesslich »im Falle (E)« sind 
mehrere zusammenhingende Gebiete vor- 
handen. 

Es sei nun (Dj) ein endlicher Bereich des 
dreidimensionalen Raumes. Das DIRICHLET- 
sche Problem fiir das Innengebiet besteht 
bekanntlich darin, diejenige Funktion zu 
ermitteln, die im Innern von (S) harmonisch 
(d. h. die Lapiacrsche Gleichung erfiillt) 
und in dem abgeschlossenen Bereich (Dj) 
stetig ist und auf (S) vorgegebene Randwerte 
annimmt, die eine auf (S) stetige Funktion 
bilden. Beim Nerumannschen Problem ist 
auf der Randflache nicht die Funktion selbst, 
sondern die Randwerte ihrer Normalablei- 
tung vorgegeben, wobei diese Normalablei- 
tung regular ist. Das dritte fundamentale 


A kiadasért felel az Akadémiai Kiadé igazgatéja 


A kézirat nyomdaba érkezett: 


Randwertproblem fiir die LapLacesche Dif- 
ferentialgleichung besteht in der Ermittlung 


—, 


- 


einer im Innern von (Dj) harmonischen 


Funktion, bei der auf der Randflache des 
Bereiches eine Linearkombination der Nor- 
malableitung und der Funktion selbst vor- 
gegeben ist. Die entsprechenden, sog. dusse- 
ren Probleme bestehen darin, jede Funktion 
v zu bestimmen, die in dem dusseren Gebiete 


(D-) von (S) harmonisch ist und im Unendli- 


chen verschwindet, sowie die Eigenschaft 
besitzt, dass die Produkte Rv, R? (dv/0x), 
R? (dv/dy), R? (dv/dz) beim Grenziibergang 
R— oo beschrankt bleiben. Diese Probleme, 
sowie die entsprechenden Eigenwertprobleme 
werden in den dritten und vierten Kapiteln 
behandelt. Die dargelegten Hilfsatze, die 
Eindeutigkeitsbeweise, die Methode der In- 
tegralgleichungen sowie die exakte, doch 
elegante und iibersichtliche Formulierung des 
Materials charakterisieren auch diesen Teil 
der Monographie. In dem dritten Kapitel 
wird z. B. das sog. — von dem Standpunkte 
der Elektrostatik aus bemerkungswerte — 
Ropinsche Problem diskutiert, das _ sich 
folgendermassen formulieren lasst: Es ist 
auf einer Flache diejenige Elektrizitatsver- 
teilung zu finden, die auf keinen der Punkte 
im Innern des von (S) umschlossenen Gebietes 
eine Kraft ausiibt. 

In dem letzten Kapitel wird die Methode 
der Greenschen Funktion und ihre Anwen- 
dungen im Falle der Warmeleitung sowie bei 
der Integration der Wellengleichung einge- 
hend behandelt. Hier werden schliesslich 
wichtige Bemerkungen iiber die Lésung der 
Potssonschen Gleichung und iiber die Eigen- 
funktionen angegeben. 

In dem Anhang werden noch einige Er- 
ganzungen bzw. Hilfsiitze hinzugefit. 

Wie man aus der Inhaltsiibersicht der 
vorliegenden Monographie der Potential- 
theorie sehen kann, wurde das vorliegende 
Buch in erster Linie fiir Mathematiker ge- 
schrieben, es ist aber unzweifelhaft, dass es 
auch fiir Physiker, insbesonders fiir solche, 
die sich fiir die moderne Darlegung der mathe- 


smears Physik interessieren, niitzlich sein 
ann. 
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IN THE MULTIPLET SPLITTING OF THE ‘7 STATE OF 
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' 

It is shown that the spin-spin interaction causes just the same deviations from the 
usual multiplet splitting up of the 4/7, state of the 0} molecule as gives the spin-orbit inter- 
action, by which the deviations were originally explained. Thus the experimentally observed 
deviations originate obviously simultaneously from the two above-mentioned interactions. 


From among the electron states of the diatomic molecules hitherto only 
a single 4/7 state is known, the fine structure of which has been also exactly 
examined; this is the 4/7,, state of the 03 molecule [1]. As is known the depend- 
ence of it on the rotational quantum number differs to some extent from the 
multiplet splittings derived by BRANDT [2] on the basis of Van Vleck’s theory. 
However, these deviations could be interpreted [3] as the perturbation of 
the 4/7 state by two 2// states in fairly good agreement with the measuring 
results. In the course of the interpretation the following expressions were 
obtained for the perturbed values of the 4// state: 


Wi = Wx t+ 4 (Sh + S$x) (K = 1,2,3,4), (1) 


where Wis the unperturbed form of the term */7 — which results from the 
BranptT formula, further S2x, 53x are the elements of the transformation 
matrix transferring the 4/7 energies from the Hund’s case a) to the intermediate 
case between a) and b) which were calculated by the terms omitted at the 
separation of the wave equation [4]. Further 


e o* 
6 —— = ? (2) 
hy (411,?17°) hy GUAM 


where g and o signify the constants of the perturbation matrix elements 
supplied by the spin-orbit interaction, between 4/7 and 2/7° as well as 4/7 and 
277° states, whereas in the denominators the differences between the above- 
mentioned terms are standing. 

It is shown by further investigations that the above-mentioned inter- 
pretation of the experimentally found deviations is not the only one. As is well- 
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known the electron spin is taken into account by introducing into the Hamilton 


operator of the electron part in the system fixed to the molecule the interaction — 


of the spins of the individual electrons with their orbital angular momentum 
and with those of the other electrons and finally the interaction of the electron 
spins with each other. Since in case of X terms, the spin-orbit interaction does 
not give diagonal terms, here the spin-spin interaction has a considerable 


emt 


0 § 10 1§ 20 25 30 35 Jef 


Fig. 1. The circles denote the experimentally observed deviations of the mutual distances 
of the 477 components from the values obtained from the earlier theories, the curves drawn in 
full show the deviations computed theoretically on the basis of (10) and (11). For instance 


AV... — V,=— 2 2 
12 A 12 p[sta,, 28 +542, ,,3—S2 ,,1—S8 ee 


These deviations approach in Hund’s case a) (in case of low rotational quantum numbers) 
the values +f, 0, — P and in case b) (in case of a high rotational quantum number) the values 


B B 
eg ee face 


role. Indeed, in case of 2’ terms results in agreement with the experiment are 
obtained only when considering the spin-spin interaction. In the case of [J 
terms the spin-orbit interaction gives already for molecules with fixed igi 
diagonal terms which are as arule much bigger than for the spin-spin interaction 
and which for this reason are in general not taken into account. Spin-spin 
interaction, however, may sometimes play an important role, because, as will 
be demonstrated in the following, it causes for *J7 terms just that deviation 
from the known multiplet splitting up which was observed by NEvIN on the 
477, term of the Of molecule. 
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The spin-spin interaction has the following form as has been shown by 
KRaMeERs [5] : 


Hf, = [33" — S(S + 1)], (3) 


_ where S is the quantum number of the resulting spin momentum of the mole- 


cule, whereas 2 is the projection of the resulting spin on to the axis of the mole- 


cule. For the 4/7 term S may be 3/2 whereas »’ = + % vet ie : BH, 
2 2, 


9 


2 2 
Thus for Hund’s case a) the following values are given by (3) for the individual - 


_ components of the 4/7 term 


; A, (4115/95 411 59) = HA, (411-1), les) = 3e, 


4 
HA, (4175), 4113/9) =H, (417 )9, 41149) = — 3e. ©) 


For the case which is intermediate between Hund’s case a) and b) the 
eigenfunctions of the 4/] term can be written in the following form: 


/2 
y@llx) = > Saxy (Clo), (5) 
25/2 


3 1 
where K corresponding to the case b) can take the values J + Se aD sete 3° 


] 3 
J — a J — iets for simplicity’s sake may be denoted by numbers 1—4, 


Q can take corresponding to the 4/7 components of case a) the values 5/2 
3/2, 1/2, —1/2 whereas the Sg x-s mean the elements of the transformation 
matrix mentioned for (1). Energies of the intermediate state are given by the 


expression 


Wx =f y* (411 x) (Hy + Ay) yp AH x) at, (6) 
where H, is the Hamilton operator without spin-spin interaction. Be 
J p* (AT) Hoy AH x) dt = Wx » (7) 


where Wx is now evidently the BRANDT’s expression. By taking into account 
(4), (5), (6) and (7) we obtain 


Wk ir Wx aa 3& [S? ®las K a. s */o5 K am S? "os K ap S? —Yos k] (8) 
or after a slight transformation : 
Wx — Wx a 3e —_ 6€ [S%,,, K oe S? 1, K] (K == ihe oe 3, A) e (9) 


1* 
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Comparing (1) and (9) it can be stated that disregarding the constant bee 
placement identical for each component the construction of the two expressions 
is completely identical, hence the two different mechanisms as are the spin- 
spin interaction and the spin-orbit interaction lead to the same result. The 
constant displacement is of no account, since on the one hand the unperturbed 
place of the terms cannot be determined, on the other hand it is anyhow 
dropping out of the differences of the components, thus it can be safely 
omitted. Thus (1) and (9) written in one expression 


Wi = Wx — BLS, «+ Sy, x] (K = 1,2, 3,4), (10) 
where 


p=6e—a. (11) 


Summarizing it can be concluded that the deviations from the theoretical 
formula experienced on the 4/7, term of the O3 molecule may be attributed to 
two different reasons: one of them is the spin-spin interaction, the other the 
perturbation transmitted by the spin-orbit interaction of two ?// terms. 
Together they cause the empirically observed deviations. Assuming the con- 
stant of the spin-spin interaction also for the 4//],, state to be approximately in 
agreement with the value ¢ =0, 1487 cm™ (see [1]) observed in the 42’, state, 
we obtain for the distance between the two perturbing ?// terms,i.e. the di- 
stance between the hitherto not observed 2/7, term and the known 4A? J7,, 
term approximately 5700 cm, as against the preceding value of 1700 cm7. 
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O POJIM CNMH-CIMHOBOrO B3SAMMOJEHCTBHA B MYJIbTHNJIETHOM 
PACHIENJIEHHM 477 COCTOAHHA MOJIEKYIJIbI Of 


HM. KOBAY 


Peswme 


B padote noka3aHo, ¥TO CIMH-CIMH-B3auMOelicTBHe jaeT Te >Ke BbIPAKEHHA [IA OT- 
KJIOHCHHA OT OObINHOrO MYJIbTHTIeTHOrO paculenienua B 477 cocroaHun MOJIe€KYyIbI OF, KaK H 
CMH — OpOUTabHOe B8aHMOpeHCTBHe, C MOMOLIbIO KOTOPOrO OTKIOHeHHA OBI OOBSACHEHEI. 
WUtak, 9TH OTKJIOHCHHA BbISBAHbI OMHOBPeMeHHO O00UMH addektTamu. 


© eel 


K KBAHTOBOM TEOPHH ®EPPOMArHUTHOM 
AHH30TPONMN OJHOOCHbIX KPHCTAJIJIOB 


C. B. TABJIMKOB 
MATEMATHUECKHH UHCTHTYT MM. B. A, CTEKJIOBA AH. CCCP MOCKBA 


T. YMKIIOW 
- WEHTPAJIBHbIN HAYUHO-MCCJIEQOBATEJIBCKHA HHCTUATYT ©H3UKH BEHPEPCK OM 
AKA]EMHH HAYK, BYAMELIT 


(IIpegcrasneno: JI. Anoum. — Tocrynuno: 2. 1. 1959) 


AHUSOTpONMA MarHHTHBIX cBOlcTB dbeppOMarHUTHIX KPHCTas10B paccmaTpuBaeTca 
Kak CuleqcrBue aHH3OTPONMM NO HanpaBseHuAM BsaHMOselicTBUA SeKTPOHOB He3aM0JIHeHHEIX 
odonouek. B craTbe ucceqyeTca aHepreTHyeckuii cneKTp MarHHTO-OfHOOCHBIX dbeppomaruut- 
HbIX MOHOKPHCTAJIJIOB, BbIYMCIA€TCH HAaMaPHMYeHHOCTh B 3aBHCHMOCTH OT TeMMepaTypbI UM OT 
BHeWHerO MarHHTHOrO NOIA BAOIb TIaBHOH OCH M NepneHAMKYAAPHO K Heil. 


B pxe BOMpocos deppomarHerTusMa CyllecTBeHHOe 3Ha¥eHMe MMeeT 3HEp- 
reTwyeCKaA MarHUTHaA aHv3OTPONMA PeppoOMarHUTHBIX MOHOKPUCTaI0B. Teo- 
PHA aHM3OTPONHBIX PeppOMarHeTHKOB KayecTBeHHO UccemoBanacb C. B. Bou- 
copcKuM [1], Ban ®nekom [2] u JI. Manom [3]. C nomoujb¥o MeToya npuOsMKeH- 
HOrO BTOPMYHOrO KBaHTOBaHHuA [4] B pabote [5] Oba paccunTaHa HaMarHu- 
YeHHOCTb OJHOOCHEIX MOHOKPHCTAJJIOB BLOJIb raBHO OCH MU NepneHAUKyIApHO 
K Hei, Mpesnonarasa, YTO AHM3OTPONMA MarHUTHBIX CBOMCTB KPUCTaJJIOB ABIIAeTCA 
CeACTBHeEM AHH3OTPONHN MO HallpaBsIeHHAM B3aMMOJeEHCTBUA IIEKTPOHOB He- 
3alOsIHeHHBIX OOoN0UeK. B pabote [6] Obia BbIUMCNeHa 3ABHCHMOCTb KOHCTAHT 
MarHUTHOM aHv30TpoNMM KyOuyeCKUX KPHCTasJIOB OT TeMMepaTypbl M BHEILI- 
HerO MarHMTHOrO MOJIA, NpeqNonaraA, YTO YIeHbI FaMMJIbTOHMaHa CHCTeMBI, 
OTBeTCTBEHHble 3a AHHSOTPONMW, MOryT ObITb MpeCcTaBJIeHbl B Bue YeTBepTOH 
(bopMbI Mo cnmHOBbIM oNepaTopam. H. A. TloramKos [7] mMerogom Jfaiicona [8] 
paspaOotTal Teopuio aHu30TpoNun deppoMarHHTHbIX MOHOKpHCTao0B. B Ha- 
cTOAMIMei paboTe BLIUMCIAeM HAMaTHHYCHHOCTh AHM3OTPONHbIX (beppOMarHUTHBIX 
OJHOOCHBIX MOHOKPHCTaJJIOB B 3aBHCHMOCTM OT TeMNepaTypbl M BHeLIHeroO 
MarHUTHOrO MOA BAOIb TiaBHOK ocM M MepMeHAMKYJIApHO K Heli, Ha OCHOBe 
padotb [5]. Ina pewlenua 3ayayH MpuMeHseM MeTOX MpHOMM>KeHHOrO BTOpH4- 
HOrO KBaHTOBaHHA B (opMe, pa3paboTaHHo B padoTe [9]. 

I. [ycrb paccmatpuBaembii Kpuctann cocTouT u3 N aTomos, KOTOpbIe B 
M30JIMpOBaHHOM COCTOAHHM MMeIOT M10 OHOMY BaJIeHTHOMYy  s-9JIeKTPOHy. 
TlpuMem jlasiee, YTO ATOMBI B pellleTKe PacnosOPKeHbI AOCTATOYHO AaleKO Apyr 
OT Apyra, TaK YTO MepeKpbITHA BOSHOBLIX PYHKUMM MOXKHO pacCMaTPMBaTh, 
KaK BeJIMYHMHbI Nepporo mopaAaKa MayocTu. Tora raMMJIbTOHMaH CHCTeMbI 


MOJKHO 3alIMCaTb B BHC: 


fe ay 9.9, — o Sa8s, (1) 
2 (ifnab) Fa) 
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re Tos (fx, f2) —TeH30p OOMeHHOFO B3aMMOfelCTBUA JIEKTPOHOB, HaXOMAMIMXCA 
B y3ax f, 4 fz; Sf? — G-KOMMOHeEHT oMepaTopa CMMHa 9NeKTpOHa, HaxoAA- 
weroca B yane {; 9 — HallpAKeHHOCTh BHeWWHerO MarHMTHOTO Noa, “& — 
MarHeToH Bopa. 

Ycnopumecn, Jasee, CUTaTb, YTO OCb Z HalpaBsleHa MO riaBHO OCH KpH- 
cramia um uTo BenmunHa I,,(f,, f2) 3aBMCHT TOJIbKO OT pasHOCcTeii KOOpAMHAaT 
ysnop pewerKu, TAK YTO Tap(f, fe) = 1 asf, — fe|). Tak Kak BCe y3uIbI OAMHAKO- 
BEL TOS; = 55 

B cayyae MarHvTO-O/[HOOCHBIX KpMCTaJI0B TeH30p OOMeHHOTO B3anMosel- 
CTBMA MOKEeT ObITb 3alMCaH B BU: 


Top (\f, — fa|) = Lo (| fa — fe!) Ons - (2) 


Bpefem cileqyrouue oO03HayeHHA : 


0<h= oa bil fa) as Ly (fh — fo|) < Izz(|fi — fal) = 


(3) 
Jina ompefenenua sHepreTuyecKoro ciekTpa paccMoTpu¥M culesyroulee mpeob- 
pasopanue : 


S, — 0” (1 a Gi Ny) aa A, ee — A* bi, ° (4) 


rye GO, — a-KOMNOHEHTa KiaCCHYeCKOTO BeKTOPa JVIMHbI S, BeKTOp oO NOUH- 
HAeCTCH YCJIOBHNO : 


PAL a (5) 


a 


Ney amar 
bso; by — ONepaTopbl, NpHOMKeHHO MOJUMHAIOUIMeCA NepecTaHOBOUHbIM 
COOTHOWeEHHAM CTaTUCTHKH Bose ; nyo= bf» by (MHACKC © MMeeT JIMIIb OHO 


SHaueHHe, OTJIMYHOe OT @ =O) UM KOMMOHEHTEI BeKTOpa A oMpefenAoTcaA 
dopMyyamu : 


A, = — air | 9% 4 erie Hs 2 ; 
2 2 
A,=i lio the Cote I — 92| (6) 
A,=Y1—e, 


yp = arc tg a, /o,, 
npwyem 


(A, 0) =0; (A, A) =0; (4* A) =2. 
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He H+ 0s (7) 
‘ile 
5 I 
Eo= — > S dea (\fi—fal) O00 — MS "00, (8) 
i Se ,a) (f,2) 


A 


7 Ls 1 7 a , 
A, — = 2 240 (f) Nye + 9 + ‘ial (fi fe) b;.,0 br ,.0 7 


¢ 
+ 2 SUG) bire bn +— Rohe) Give bie = 
(fz) 2 Vif) ae 
Af) — HeonpefenenHble MHOMKUTeIM JlarparxKa. 

R (ff) = R* (fafa) = — 2X Toa (\fi — fa!) Aa Aaa, (10) 

S (ff) = — 3 Ton (| fi —fal) At Ae. (11) 

BexrTopbi o, 4 A,(f) onpexenaioTca u3 ycnoBu”A MMHHMyMa E, : 

— BH — & Toa (|S — fai) 00 = hy (fi) % (12) 


Np AONONHUTeIBHOM YCJIOBMH (5). 

Uneubi B A, suHeliHble no onepaTopam 6, 6°, HcuesaloT B CMY ycnoBHit 
MMHuMyma (12). 

Kpafparuunas dopma Hy» (9) NpHBo_HTCA K AMaroHabHOMy Buy Mpeob- 
pa3oBaHHeo : 


by 0 = 2 fu, (fo) &, + vt (fo) Er}. (13) 


Snecp &,; é,' HoBple Gose-onepatophl, a u,(f,); v, (f,) — coOcTBeHHbIe 
BeKTOPbI CHCTeMbI YpaBHeHUh : 


E, u, (fi) = — 2 Ag (fi) (frot e's (fife) 4 (fo) + 2'R (Fis fe) Yr (f2,) » 


(f2) 


— E, v, (fi, ®) = — 249 (fy) %» (fi @) tee (fifo) Y» (far ®) + (14) 


+e (fifa) Ur (for ©) » 
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c ycCOBMeM HOPMMPOBEH : 


Xt (fi) ut (fo) — UF (fi) (fo,) } =O fe? 


7 (15) 
Pee (fi) un (fi) —_— vi (f;.@) Vy (f,-)} =e ee : 
C nomoulbo npeoOpasonaHua (13) nomyyaem us (9): 
H,=4E,+ SEN, Ae 


re AE, — NonpaBka K 9Heprun OCHOBHOTO COCTOAHMA BO BTOPOM NpuOsH)KeHHU: 


AE, = DEF es (f,@) - (17) 
(f) 


u N,=é, &, — uncno 3anomHeHua. 

MooKHO MoKasaTb, YTO AIA ca60 BO30yXKeHHBIX COCTOAHMM UWIeHbI TaMMJIb- 
TOHMaHa Hz VM Gosee BbICOKHe, MOPKHO CUMTATb MaJIBIMM M10 CpaBHeHMO C WIeHOM 
He, YcnoBueM MpMMeHUMOCTH MeTOsa BI€MeHTaPHbIX BOSOyKTeHHH ABIAeTCA 
BbINOJIHeHHe HepaBeHCTBa : 

= Se, (f,0) |= 7: ; (18) 


= 
v 


2. OMpefeneHue gHepruu OCHOBHOrO cocTosHuA. Ucnomb3ysa (3), 9HeprHuto 
OCHOBHOrO cocToAHMA (8) B Cuy4ae OMHOOCHBIX PeppOMarHUTHBIX KPHCTaIOB 
MO)KEM 3alIMCaTb B BUI : 

oe = LT + 4o?}—y ’ H%0 
IN OE ge Nate hekgit lp Cate seactrong Ua 


M BbIparKenne (12) umMeeT BU 


{Toa + Agpou = — eb #%, (20) 


rye 


faa ge toa (\ fi — Sal) A= A(\fi—fal)- (21) 


) a) BuewHee MarHuTHoe Mone HallpaBseHO NapannenbHO raaBHow ocn 
(Hi = Hy = 03H. =H #0). Pewenvem,munumusupyumm Bbipaxenue (19) 
Oy eT 


0, = Gye 0S e715 A= Sux —I (22) 


ae 
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WM SHeEPruA OCHOBHOTO COCTOAHUA 


a 1 1 = 
a ih nal Med Ue at 23 

wn”? 92 UH (23) 
4 
Za V3 SHeEprMH OCHOBHOTO COCTOAHUA MO)KeEM BBIMMCIUTb HauaJIbHYWO HaMarHMyeH- 
_ HOCTS : 
; 1 a 

a (ites OS ease ee tan, (24) 
. | AS eal V 


Tye V — 06bem Kpucranna. 

Vs (22) puyqHo, 4TO B 9TOM CrYyYae Npu TH060M 3HayeHuN H BCe CIMHBI pH 
T = 0°K nanpapuenbl No HallpaByeHul0 BHeLIHeroO MarHUTHOrO Noa M KpucTasn 
HaMarHyvyeH 0 HacbillleHua. 

Ecnm BHellHee MarHuTHOe Noe HallpaBseHoO NepNeHAUKYJIAPHO K ryaB- 
HOM OCH KpucTalsia, TO Mouyyaem cnefxywuMe pelleHuA MMHMMUSMPYIOWNXx 
ypaBHeHuit (12) B 3aBMcuMOCcTH OT BeMUNHEI H: 

6) BHellIHee MarHUTHOe Nose HaNlpaBseHO NepNeHAMKYAAPHO K raBHol oc 
(Hi = H #9; H,= H.-=%) M OHO MeHbwe NONA anusoTponun : 

A < Ha = . 


NOpAAOK BeIMYHMHbI KOTOporo H%, ~ 10*— 10’ raycc. BaTom cnyyae MMHMMaIIb- 
Hoe 3HayeHne E, jlaeT pellieHue : 


2 ef 
et 0: s=|/1-(%| ere TS (25) 
He: 


SHEpruA OCHOBHOrO COCTOAHHA : 


1 1, 1 wx)? 
ae Fe oeerenisecd = 26 
ates Se re, fh 


WM HavasbHawA HaMarHHMYeHHOCTb B NepBOM NpvOIMWKeHUH : 


Nu x# H 
T=0°K)=— ——-=M,—_. (27) 
ms 55 aot aa 


g) Bueunee MarHuTHoe Note HallpaBseHo MepneHAUKyAApHO K riaBHolt 
Py ee = bl HM30TPONU 
oc Kpuctasla (%, =H #0; Hy = A= 0) u OHO OobLe MONA a ponun 
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(# > H#,). B 370m cnyyae Nosyyaem : 


Gp ais oy =90,=0; ig eo = Ei; (28) 
ie 1 — 
Se eee (29) 
nN”? scorer 
M (T = 0°K)=M), (30) 


Vis pemennit (25) u (28) BugHO, 4TO CNMHBI, KOTOpble Mpu % =O HalpaBseHbl 
NapasiewbHO WIM aHTMMapasietbHO riaBHoit ocw Kpuctana (o,= +1), 
cC HapacTaHvem 3 MocTeneHHO MoBopayMBalWTcA B HallpaBseHHM BHeLIHero 
MarHUTHOTO MONA, M B HYeBOM NpHOmwKeHuN ph H= %q yoKe BCe CIMHbI 
HallpaBsleHbI 10 HalpaBseHvio ocm X. HayanbHaad HaMarHHYeHHOCTh JIMHeHHO 
pacTeT c HapacTaHveM 7 VM B HyNeBOM NpvOnMKeHMM JOCTHraeT HaCbILeHHe 
Nph H = Ha- 

3. OnpefeneHue gHepreTHuecKoro cnekTpa. VMcnonp3yx BbipadkeHuA (3), 
dbopmysibt (10) u (11) umewrT Buz: 


R (fisf2) = R* (f.f2) = — 4{1 — 03}, 


S(fi f) = — 21, — Af — o3}. (31) 


a) BuewiHee MarHuTHOe Mose HaMpaBneHO MapaenbHO riaBHoi ocH 
Kpuctasia. B 3ToM Ciyyae, y4unTbIBaA (22), uMeeM : 
R (fife) = R* (fife) = 93 S(fofe) = — 2h. (32) 


Tora cuctema ypaBHeHnii (14) umeeT Buy: 


Ey uy (fi) = 2 (Ig + & A) uy (fio) — 2 Liu (fr), 


— E, v, (f,,) = 2 (I, + M) 1, (f,,) — nt v, (fas) « oI 


Cucrema ypaBHennit (33) B 3TOM ciyyae pacnajeTca Ha [Ba He3aBMCUMbIx ypaB- 
HeHHA, MU pellleHwe MO)KEM HCKaTb B BHI : 


1 : 
uy (fi) a \N exp {i (f,)}; vs (f,~) =0. (34) 
Ana E, nonyyaem cnepyroujee BbIparkenne : 


Be 2 (I, HH) —2 31, (\fi—fel) exp {i(f, — fas) } ~ 2(4 + 


+ Hat) +02 Ty%, (35) 


3 TOM ciydae MONpaBKa BO BTOPOM NpHOMKeHHM K 9HEPruM OCHOBHOrO Co- 
CTOAHMS : 
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a AE, = 0. (36) 
’ 


6) BuewlHee MarHuTHoe Nome HalpaBneHo NepnenzMKyNApHO K raaBHoit 
ocu M OHO MeHbWe Nos anon (# < Ha). B 9T0m cnyuae 


R (fife) =R* (fife) = —4H2; S(firhfe)=—21,-AH?, (37) 
Tre XH .= — 


4 a 
Cuctema ypaBHennit (14) umeeT Bur: 
' 


E, u,(f,,@) = 2 Inu, (f,,0) — 2 pCi — fal) fre) — 
He SAC — fal) Us (far) — HS Afi — fal) % (far): 
— E,v, Goat, Malte) 2 24 (fi — fa!) % (fo) — 
He SA fi — fal) % Foe) — He ie — fe!) u (fo). 


(38) 


PeuieHue cuctembl (38) MO>KeM HCKaTb B BH: 


u a) spe (fis) b3 M (fi.2 sea exp4t(fi.” (39) 
(Fi) = Tgp trex ki (fur)$s & (ise) = Tb expt (fu) 


Tora 
(A, —- E,)a, — B,b, = 0, (40) 
— B,a, + (A, + E,) 6, = 9, 
rye 
A, =2T,—2 3 1, (\fi—fal) exp {i (fp—fi)} — 2 YA (fifa) exp {2 (fa — 
a2 
— fir} ~ A (2 — #72) sae (21,4 4%), (41) 
B,= #33 A(\fi- fal) exp fi(fi) ) Ny wart|4— 5 Aatet), 
Vis ycnoBua pa3speuiMMocTH CHCTeMbI ypaBHeHuit (40) nosyyaem : 
=| Bx 24/1 —-#2 +5 —— i [27, — (I, — 4) #3]. (42) 
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Tlonpapka BO BTOpOM MpuOmmKeHHM K SHEPrMM OCHOBHOFO COCTOAHMA B rpysl 
allmpoKcHuMallMu MMeeT BUI: 
i 


1 NA #! | 


(ec i | 


B cayyae H < Haq (43) uMeeT BUL: 


1 NA 
AK Ae = 4 4.4) - 
0 er, ae (44) 


M NoMmpaBKa BO BTOPOM MpuOsM)KeHMM K HavaJIbHOM HaMarHMYeHHOCTH B cs1yuae 
A<HKHa 


3 


H 
Ha 


1 38AE’ 1 A2 | 
AMG gag es 


ot 45 
Vi~wa ae atlas fo 


6) BuewHee MarHvTHOe Mose HallpaBseHO MepNeHAMKYIAPHO K ryaBHoit 
OCH M OHO OosbIe NoNA aHusoTponun (H > Haq). B vTom cuyuae: 


R (fi, fo) = R* (fife) = — 4; S(f-.f) = — (14+ 4). (46) 


I]poBoA pacueTbl aHaOrM4HO cuyyato 6) Nonyyaem cnexyloume pesybTaTHl : 


2 a2 — sor ee 
E,-\ 2B ~ 20H + 2 | 7, Pas 4 


F | ss ) 
(47 
itlest ert 
a 
ARs ote 
; wei dae et (48) 
Css 4 | 


(49) 


4 NONpaBKa BO BTOPOM NpHOMMKeHMM K Ha¥aIbHOH HaMarHMYeHHOCTH B Cuyyae 
A> Ha: 


; eee aay 
AM) — —M. z | (50) 
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‘toMpaBKa BO BTOPOM MpHONMKeHMM K HayaJIbHOii HamarHMyeHHocTu (50) umeeT 
CyllecTBeHHOe SHaYeHHe, 3-3a NOABEHMA ITOH NONpaBkKu KpucTas, HaMarHu- 
went NepNeHIMKYJIAPHO K riaBHOH OCH, OCTHraeT HacbieHve Mpu T = 0°K 
JIMWb KOrla BHellIHee MarHHTHOe None GeckoHeyHO HonbUIOe. 

4. BaruncneHue HaMarHMYeHHOCTH O/HOOCHBIX (peppoMarHUTHBIX KPUCTas- 
‘Jos. HaMarHuyeHHoOcTbh B 3aBHCMMOCTM OT TeMMepaTypbI M BHeLIHerO MarHHT- 


HOrO NOJIA Ha eMHULy OObeMa B OOACTH HU3KNX TeMMepaTyp BbIUMCIAeM M0 
M3BeCTHOK dopmyue : 


co 


M(T,#) =M(0,¥%) +4M(0,%) ——© lee Be 
227) OR 


' 0 em |t ge} 


(51) 


a) BuewtHee MarHuTHOe None HalpaBseHO MapassetbHO riaBHO ocu : 


M, (T,#) = M,)1— 244315 KT Pls FO 
me I, a 
re | 2(A+uH#H))}II ey 
et eee || 
FR= > 
a Se Pls 


a CaMOIIPOH3BOJIbHaA HaMarHMYeHHOCTh : 


( 443115 (kT \3 

My) — My 1 Lape 
m0 | Ty | 
re A ji (53) 
sf Jexp real 
f2? — N} kT 
3/2 ey [lz 
Ze 


Vs ppipaxkenua (53) BUAHO, YTO CNOHTAHHAA HaMarHMYeHHOCTh M}(T) avuso- 
TPOMHBIX KPMCTasOB C HapacTaHMeM TeMMepaTypbl YMeHbUlaeTCA Me/VICHHCE, 
YeM CaMONPONSBOIbHaA HaMaTHMYeHHOCTh M3O0TPONHbIX PeppoMarHeTHKOB. 

6) CnefyeT 3aMeTHTb, ¥TO B TOM Cily4ae, KOra Moe YH HalpaBsleHo Mep- 
NeHJMKYJIAPHO K TaBHOK OCH, K COMKaIeHMIO, He MpefCTaBAeTCA BOSMO)KHBIM 
npouspecTu pacueT Bceit KPMBOM HaMarHMyeHHOCcTyH, Tak Kak Mp H ~ Ha He 
BEIOJIHAeTCA KpUTepuit NpMMeHMMOCTH MeTOAa MpHONMKeHHOrO BTOpn4yHOrO 
KBaHTOBaHua. Jina HaMarHMYeHHOCTH NepleHIMKYAPHOH K rilaBHol ocu momy- 
yaeM CJle{yIOWMe BbIPaKeHHA : 
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M.(T,#>#)=M. a : 
0,443115 H FD sevens seal Ua gare 
ae Pea Hi —(h Gea ue 
2H (54) 
0,66467 5, H{24H% + (Li — AH} (__ BT sans Virgo 
Ae A : I, Ho—(h—-A)x#? = 
24 V2 — 
rye 
exp | hea =| i 
a bia kT 
F®) v 
ft es [Pp 
Ecaun # < Hq MOKeM NpeneOpeyb uteHamu (H/F ,,)* UT. I. MOTYUMM : 
0 hse? 
M, (T,#<H,) =M,@\1 + “88 ial [ap — 
a oh q, 
_ 0,66467 eee 
2 se I, ~) (55) 
exp|— 2 a | 
Ms, (T\. 0) = — 0; fo 5 = 
G1 IP 


V3 sbiparkenus (55) BugHO, uTo My (T, ¥< Ha) ¢ HapacTaHvem TemMepatypbl 
YBeIMUMBaeTCA Mp HU3KUX TeMMepaTypax. STO ObcTOATeN_CTBO OObACHAeTCA 
TeM, YTO TEMNOBOE IBH)KEHME 9IEMeHTAPHBIX MarHUTHbIX MOMEHTOB ClocoOcTByeT 
MX NOBOPOTY M3 HallpaBeHuA TnaBHoit oc. 


Mi (1,4 > #.) =M,+ 4M,— 


0443115 yp 24 — Hg ee “la BO) 4. 
2, x2 rari; | aaeoney pa } 2 
2 AVF mordiote milena (56) 
i I, | 
DEVON fers. Come AR PH TIE ‘/2 F@) 
8 x2 Var(r—#.) |1f-llae—a, . < \ 
wey 5 + Fl) — ; 
2 | H ee on, 
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rye 


“gy =)" = 


2 Ya) 
f lexp E wl er # .) 


FS) — 
. 2, IP : 
Ecnu H > Ha 
; 0.443115 , kT \8 
Mitre) Mo 
w I, +4, , 
2 
rae 
HH 
f@=> bg 
ee Oe B/, 
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ON THE QUANTUM THEORY OF THE FERROMAGNETIC ANISOTROPY 
OF UNIAXIAL CRYSTALS 
By 
S. V. TIABLIKOV and T. SIKLOS 


Summary 


The anisotropy of the magnetic properties of ferromagnetic crystals is treated as aniso- 
tropic interactions between the electrons of the not-filled subshells. The energy spectrum 
of magnetically uniaxial ferromagnetic mono-crystals is determined and further the magneti- 
zation as function of temperature and outer magnetic field is calculated in directions parallel 
and normal to the principal axis of the crystal. 
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' 
For the relativistic treatment of the hydrogen molecule the expression for the reduced 


_ BreEtr equation concerning the hydrogen molecule is given in the paper. Here, too, as in the 


atom problem, the relativistic correction terms give additive contributions to the non-rela- 
tivistic value. The present paper deals from among the great number of correction terms 
occurring with the calculation of the relativistic correction terms of the kinetic energy. The 
calculation was carried out by the determination of the expectation values of the corresponding 
operators with the WANG wave function using the values of the parameteres of WANG, a = 1,17 
and R = 1,40 a. u. As a result the value of —38,1 - 10-4 ev was obtained for the sum of the 
three relativistic correction terms of the kinetic energy. This value was found to be about 
twice as large as the value obtained with the Hydrogenic wave function for the ground state 
of the helium atom.. 

Two-centre integrals arising in the course of the calculation and hitherto unknown in the 
literature could be reduced to the well-known types of two-centre integrals in a relatively 
simple manner. 


As is well known, the non-relativistic problem of the hydrogen molecule 
with fixed nuclei was essentially solved in 1933 by JAMEs and Coo.ipceE [1] 
using a variation trial function with 13 parameters which has given results for 
the equilibrium energy (the sum of the dissociation energy and the vibrational 
zero point energy) in good agreement with the spectroscopical values. From 
another aspect, the Breir equation [2] arising from the generalization of the 
Drrac equation for the case of 2 electrons, has been applied successfully for 
more than 25 years to give a theoretical interpretation [3] for the multiplet 
splitting of the spectroscopical lines of the 2°P state of the He atom and He-like 
ions and some years later for the treatment of the ground state of the He atom 
[4], [5]. The ground state of the He atom was dealt with relativistically again 
in 1954 [6], taking into account now also sich correction terms which had not 
been treatea until then. An attempt to apply the Brerr equation to multi- 
centre problems has, according to my knowledge, not been made hitherto, 
presumably on account of the great mathematical difficulties arising from it. 

It has to be noted that the order of magnitude expected for the individual 
relativistic correction terms arising from the Breit equation on the basis of 
the data known for the He atom [6] and the error [7] of the spectroscopical 
determination of the dissociation energy of the hydrogen molecule are equal. 


2 Acta Physica X/3. 


2712 J. LADIK 


Therefore, it has not been the purpose of the approximate calculations accom- 


plished with the WANG wavefunction to correct the non-relativistic theoretical _ 


value of the equilibrium energy, but rather partly to carry out the approximate 
calculation of the individual relativistic correction terms in the case of the 
simplest two-centre 2 electron problem and partly to elaborate suitable methods 
for the evaluation of the rather complicated two-centre integrals occurring in 
the calculation. 

It is to be hoped that, by establishing successful methods for the calcula- 
tion of the integrals eccurring in the relativistic treatment of the ground state of 
the hydrogen molecule, the extension of the treatment to some excited triplet 
state may become possible. By a theoretical treatment of some triplet states of 
the hydrogen molecule, however, similarly to the calculation of Brerr con- 
cerning the triplet state of the helium atom, and by calculating the spin-orbit 
and spin-spin interaction terms it would be possible to compute theoretically 
the multiplet structure of the rotational levels of the electron-vibration bands 
belonging to the corresponding electronic state of the hydrogen molecule. 
On the basis of such calculations a more satisfactory interpretation could 
probably be given also for the multiplet structure of the rotational levels of 
other diatomic molecules than those obtained by the methods applied until now 
(introduction of empirical parameters for the spin-spin and spin-orbit inter- 
action terms [8, 9 ]). 

It has to be mentioned that recently in the case of the hydrogen molecule 
[10] and different organic compounds [11], the molecular beam magnetic 
resonance method was used to carry out measurements also concerning 
the nuclear spin-nuclear spin and electron spin -nuclear spin interaction 
terms, respectively, which are smaller. by several orders of magnitude than 
the interaction terms arising from the Brerr equation for electeons. The 
calculation of these interaction terms, being a relatively simple problem from 
the mathematical point of view, had been carried out theoretically too [10, 11 ] 
and the results obtained were in good agreement with the experimental values. 
Calculations for the electron spin - electron spin interaction term arising 
from the Breir equation, however, have not been carried out yet — according 
to my knowledge — in the case of the molecule problem. In the case of the z 
electrons of benzol, the electron spin - electron orbit interaction energy was 
estimated [12], the occurring integrals, however, have not been evaluated but 
only roughly approximated. 


The Breit equation of the hydrogen molecule 


The Breir equation [2] may be written with the usual designation in 
the following form : 


: 
q 

: 
t 
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3 
[Po + > (a5 Pj + ah! PH) + (al + al!) me + oe (ai ait) + 
j . int 2cry> 
4 + (at 78)(@"7))]y =o, ay 
where 
ec s S (D1 4+ S11) — ae 


1c OF c CT 15 


®' and ©", respectively, denote the scalar potential of the externa! electro- 
magnetic field and of that, arising from the nuclei at the place of the first and 
‘second electron, respectively, r;. shows the distance between the two electrons, 
e is the elementary charge and c the velocity of light. The wave function is a 
column matrix consisting of 16 elements 


( ¥ia 
Vie 


Yaz 
| Waa 
where the first index refers to electron 1 and the second to electron 2. The 


matrices a; and aj, respectively, are the Dirac matrices referring to the electron 
1 and 2, respectively 


0001 0 00—i 
po (00:0 1:0 oe i ee 
2610017 2 es a 
1000 rie 010° 0 
Od - 40 Thome Oar 0 (3) 
i *0-0;—} lg badal al 
Pe Oe i | ||. Oe 1, 9 04” 
0—10 0 1010 0s, 1 


here, however, by aj only the first and by aj only the second index of the 
matrix element Ym n ae the wave function is affected. In this way the matrix 
equation (1) splits into 16 scalar equations. The definition of the operators P; is 


hi oO e at 
ee A eaiky aa oat Aw, (4) 
j pao, a € 
where Aj and Aj) are the corresponding Cartesian components of the 


Le, 
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magnetic vector potential at the place of the first and second electron, 

respectively (by disregarding the interaction of the other electron), the differen- 

tiations a and —;, have to be carried out with respect to the coordinates 
ax! ax)! 

of the first and second electron, respectively 


(ep X, X_ = Vo Xz = 2, Vv = A... re = As A,= He 


a! a'' denotes the scalar product 


as eaeg atl SN NT 1 Ali II 
al all=a,a,' + a, a, + 4,43, 


5 eel ee ° II e e » 
where the individual matrices ay and aj; are Dirac matrices referring 


*: 
‘ : = 190s 
to the first and second electron, respectively, and finally rj, = — is the 


F 
12 
unit vector in the direction of the vector Tp». 


By substituting the matrices (2) and (3) into (1) and after the multipli- 
cation of the matrices, 16 scalar equations are obtained. With the aid of the 
last four of these it becomes obvious that, as Breir [2] has shown, in the 
stationary case the components 35, Y34 Y43> Yaa Of the wave function are 
considerably larger than the other components. With the aid of the first 12 
equations of the system of equations the small function components have been 


determined by Breit [2] by successive approximation as functions of the 
2 


v 
large components Wz 5, 3.4, Y4g and y,4 with an accuracy of be . Substituting 
c 


these expressions into the last four expressions of the system of equations and 
after rather cumbersome calculations which, however, do not contain any essen- 
tial new idea, Breir obtained for the stationary case an equation of the form 


Hy = Ey. (5) 


Here E stands for the electron energy of the -ystem (the rest energy of 2mc® 
of the two electrons subtracted), y for the best, non-relativistic total wave 
function (depending on position and spin coordinates) in which the part depend- 
ing on the position coordinates is given by the best approximate solution of the 
corresponding non-relativistic Schrédinger equation 


Ayy = Eqy. (6) 


Taking into account the correction introduced later by Brerr [3], then by 
Eriksson [5] and Sucuer and Fo.ey [6], respectively, the Hamiltonian 
operator H may be written in the following form : 


H =H, +H, +H, + Hy+H,+ H, + Hy. (7) 


Here the significance of the individual terms is as follows : The operator 


“ 
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n2 n2 


2m 2m 


is the non-relativistic Hamiltonian operator, the operator 


‘ A, = Hy + Hy + Ay", (9) 
where 
CS verhade = pie 
BES oe eo rr Wa tal (9a) 
u ver 1 _ — - . 
hy S = mc? [(1,<pf> pb) + (1, <p,f> f,)], (96) 
f=E—U; U=—eV 


and where the bracket ¢) indicates that the operator p is to be applied 
only to quantities within this bracket, being the operator of the relativistic 
correction terms of the kinetic energy. In the field of square integrable 
functions the expectation values of the scalar products (A, B) (A and B are 
two arbitrary operators), given in the round brackets, (), in the equation 
(9a) and (9b), are obtainable, of course, by the evaluation of the integrals 


(Ay, By) = f (Ay)* By dt. 
The operator 


H,=— e PrP’ 4 (Pr712) (Pa?i2) (10) 


2-2 3 
2m*c Ty "15 


is the operator of the magnetic orbit-orbit interaction term, where 71. = T, — Tz 
represents the difference between the position vectors of the two electrons, 
whereas by the operator 
oh [(HYa,) + (Ho (11) 
H, = ~—— [(H*9,) + (H*o,)] 


A4ame 


the operator for the interaction between the electron spins and the external 
magnetic field is given, where Hf! and H? denote the field strength of the 
external magnetic field at the place of the first and second electron, 


respectively, 0, and G, is the Pauli spin matrix triplet oy, Oy, 02, 


01 0—1) 1—0 
Di ? y= |. ae Se 3 
x = ? i 0 (esse | 


/ 
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which operates on the spin function of the first and second electron, respectively. 


The operator 


oh Bs \* | 
H, = ——— [(@) + (@b.)], (12) 
8am?c? ; 
where 

é1— — grad, V= — grad, [*, + @, — a : (12a) 

12 

pie aera ee ea [*, oe He (126) 
Tio 


and where ®, and ®, are the scalar potentials at the place of the first and 
second electron, respectively (if the potential produced by the other electron 
is not taken into account), has no non-relativistic counterpart. 

By the operator 


A; = ae x Pi] += ae ,, Us X P2]) % + 


8am 202 


+ (2x ,] + = ~~ < iy) | a 


the operator of the so-called spin-orbit interaction terms is given, while finally 
the operator 


where 
Hi —_ eh )| (1%) — 3 (712) (272) } (14a) 
Aame ri, To 
Bm) eh) Pa 
H* = 0,6,) 0 (7,5), 146 
$= — (| a) 3 (Fu) (148) 
means the operator for the spin-spin interaction terms. Here 6(7,5) = 6(r, — Fr.) 


is the Dirac 6 function. 

For the case of the hydrogen molecule the relativistic generalization of 
the Schrédinger equation (6) for electrons moving in the field of the fixed nuclei 
will be given by the reduced Breit equation ie —(146), if the expression for the 
potential of the hydrogen molecule 


= Day 28 Sea eeaes ORE (15) 


is substituted for V. 
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Assuming the absence of an external magnetic field and the magnetic 


: field caused by the spins of the nuclei to be negligible at the place of the electrons 


¢ 


; 
oo . 


Hi=rot 4,=0 and H? =rot 4,=0 (16) 


_ may be written, where A, and 4, stand for the magnetic vector poten- 


tial at the place of the first and second electron, respectively. Taking the 
magnetic vector potential itself to be a zero vector, 4 = 0, the operators p,; 


and p2, respectively, may be written simply in the form 


h z h 
P;=—grad, and fp, = — grad, (17) 
i 1 


(see equation (4)). Substituting for V (15) the H, operator given in equation (8), 
1 
apart from the term R” will become equal to the Hamiltonian operator of the 
nonrelativistic Schrédinger equation of the H, molecule 
h* 1 i 1 
Hy = —— (Ai + As) e $2 a is Sait . (18) 


2m Tq Tp Ta Tho Tho 


The eigenenergy of this operator was approximated with great accuracy by 
James and Coouipce [1]. 
In absence of an external magnetic field the operator H, given in equation 


(11) will become, of course, also zero : 
15 EI 


By the introduction of the two-centre potential (15) of the hydrogen 
molecule, a change is caused relative to the one-centre atom problem not only 
in the operator Hg, but also in the form of the operators H{ + Hj’, H, and H,, 
as it is seen from the equations (8)—(14b). The operator Hy + H;’’ was express- 
ed by Sucner and Fotry [6] for the case of an atom with nuclear charge Z 


in the form 


Hy = 2n( "2 (3(r) + 3 (A)h (194) 


\2 
6 (Fy): (196) 
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In case of the atom problem the expression of the potential is : 
Vice eee ae (20) 
4 T, Tie ; 


Comparing (15) and (20) it can be proved that in the case of the hydrogen — 
molecule for H; the operator 


e 


h 
Hy = 22 
4amc 


| * [8 (Fay) + 8 (Foy) + 9 (Fan) + 9 (Frn)] (21) 


is obtained instead of (19a), while the expression of Hj’ remains unchanged 
(195). 

In order to form the Hamiltonian operator H, in equation (12) and opera- 
tor H, in equation (13), respectively, for the case of the hydrogen molecule, 
it is necessary to calculate the field strengths €! and 2 with the potential of 
the hydrogen molecule. By substituting (15) into equations (12a) and (126) the 


following equations are obtained : 


a= — grad, V =—e ered,| : _ : + : + : aS : | (22a) 
Fs Tp, ra Tb, F. 

z. hi x us 1 

é* = — grad, V = — e erad,| + + + — | (22b) 
Tq, To, Tas Tbe The 


If the origin of the Cartesian coordinate systems is taken at the midpoint of the 
internuclear distance (see Fig. 1) one obtains 


/ 
| ies? 
x = xf + yi ee ‘ ros a (‘= 1,2), (22c) 


oh 


: 


a 
or 
3 
: 


. 
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i Ree 
| ry = |) to? + pe a (i= 1,2), (224) 
— 
Nh. = Va — x2)" + (¥, — ¥2)? + (% — %). (22e) 


When the above expressions of Ta» Tb,» Tig are substituted one obtains after a 
simple calculation 


a e e e 
Li = = = 
re 3 var 4% e. To, — 3 Tyo (23a) 
Tay by 2 
= e e e 
' sed = = a 
SL 3 + = Teg — Toy: (236) 
ag Tp 12 


Here Ta, and To,» respectively, represent the vector drawn from the nucleus 
A and B, respectively, to the position of the i-th electron and 


By a substitution of (23a) and (236) into (12) the expression of the opera- 
tor H, is given by 


H,= 


82m2c? 


— te*h 1 by Lica 

2 bes (Fo, Bs) + — (Fo,B1) + 

Ta? Th 

1 it ‘ 6 ie age a 24 

t= (7, Ps) + oa (7,,P2) a _ (Fro (P, — As)| : ey 
ee r Ty2 


2 be 


After the substitution of €! and €? into the operator H, containing the 
spin-orbit interaction terms the following expression is obtained : 


Fe pica 1 [F,, «0.1 + —— [Rax(2Pa— 61)1| 1 + 
a= Samec? 73, ay 1 73. bi 1 r3 12 2 


| (25) 


1 . Le a a 
+ tr: [Fa,* Po] +—- [7+. Pe] + 13 [71 x (20,— Po) ] 


ds Th, 12 


The method applied to the calculation of the individual correction terms 


The solution for the hydrogen molecule of the so-called reduced BreEitT 


equation expressed by the larger components of the wave function, just as 


that of the Schrédinger equation, cannot be obtained exactly. Therefore, it was 
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° 
found to be most convenient to compute the relativistic correction terms with | 


the variational method. The value of the relativistic correction terms may be 
approximated probably with great accuracy by the expectation value of their 
Hamiltonian 


es == f w* | ae pdt, dt, (26) . 


obtained with the best non-relativistic hydrogen molecule-function (function of 
JAMES and COOLIDGE). 

From equation (7) it is to be seen that the Hamiltonian operator of the 
correction terms contributes to the non-relativistic Hamiltonian operator Hy 
an additive term which itself can be written as the sum of several terms : 


1 1+ H4,4+ H,+ 4;+ H, (27) 


(if there is no external magnetic field, the term H, = 0). By the substitution 
of the individual operators into (26) the expectation values may be obtained 
also separately. Using the wave function for the calculation of these terms with 
those parameter values which have been determined for the non-relativistic 
case, this expectation value will become equal, to good approximation, to the 
individual energy terms. Thus one may write : 


Hoon, = H, + H, +H, + H+ H,=E, +E, +E,+E, Eo) On 


It is, however, to be noted, that in principle the correcter method would 
be to re-determine all variational parameteres of the wave function on the 
basis of the following equations : 


OH OH, sa OF corr. 
0c; Oc; dc; 


t l 


— () G=—mliey nk (29) 


instead of using the values obtained from the equations 


oH, 
—— 0 tales 
0c; ( n) 


(n being the number of the variational parameteres). Since, however, as is 
seen from the values calculated in the case of the helium atom, the individual 
relativistic correction terms are smaller by several orders of magnitude than 
the non-relativistic terms, this method, by which the calculation becomes 
extremely complicated would, in any case, probably bring about only an 
insignificant change, if any, in the values of the parameters belonging to the 
energy minimum. In this way no influence would be exerted by this method 


if 


| 
} 


| 
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on the order of magnitude of the results obtained for the individual correction 
terms ; with a small alteration in the parameter values at the most, their 
~ numerical values would change slightly. It must be mentioned, that in the case 
of the helium problem, which is mathematically much more simple for the 
_ calculation of the individual correction terms a wave function has been applied, 
_ the optimal variation parameter values of which had also been determined on 
_ the basis of the non-relativistic problem [5, 6]. 

Another and more considerable error than that before was made in the 
course of the calculation by using on account of the great mathematical 
difficulties to be expected, the simpler wave function of Wane [13] instead of 
‘the wave function of James and Cooumer, which indeed gives a very good 
approximhtion, but is rather complicated. This is in the atomic system of 
units [14] the following : 


ae [e— ("a+ roe) + e7 A(Tast ros] 


- ee 30 
Ye) - yo si S?) ( ) 

where 

G2. = [feraeatn dt at pa erat © [enstortr dr PS = e-%R}] + aR se 1 eR2\ 


(for the variables applied see Fig.1). By this wave function with the parameter 
values of a = 1,17 and R = 1,40 a. u. a maximum equilibrium energy of 3,76 ev 
was obtained in the non-relativistic case. This energy has been found to be 
about 20 per cent smaller than the experimental value of 4,72 ev. The energy 
values obtained with this wave function for the individual correction terms give 
of course only the first approximation in the relativistic problem of the hydro- 


gen molecule. 


Relativistic correction terms of the kinetic energy 


Correction terms of the kinetic energy in the approximation applied 
may be obtained by a substitution of the wave function (20) and the terms (9a), 
(21) and (19b) of the operator H, into (26). In this way, the energies of the 


individual correction terms in atomic units will become : 


ee ae 1 [ f pr [e-a(rart To.) + e~atr) |] > pF [e— art To) + 


+ Be? 2(1 + S?) 


e-alFay+ 1) J dt,dr, A p< Ps [e— ara + "o0) + e-lat ) ] > pe femeiier?™s! ‘5 a 
4 g~Fa:+ Th) |dt,dz,] 
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(the brackets ¢ ) in the nominator denote that the operators p, and Pp», operate | 


only on quantities standing within the brackets), | 


jae A 
2c? 2(1 +4 S?) 
$5 (Fag)-+ 8 (Fo)] [eran + e-mert | drydry] 


= 


i= 


[\ [e~ rat To) + e~Uragt+ To) | [d ey - 6 (75,) + 


(32) 


and 


6 —a(ra,+1bq) —a(Tra,+1b;) 7 —a(ra;+Tb,) —a(ra,+1.)] dt,dt. 
EY == a Sle ie i nee ae »)] 0 (7,2) [e te! +e = ] 1 2,(33) 


gee? 2(1 + S?) 


if after the calculation of the integrals the parameter values a = 1,17 and 
R = 1,40 a. u. are substituted. 


Calculation of the energy term Ej 


With the expressions 


ay. POG 8). tent rot 
ae on (Ong) Sy?" a2 Soe 2 Ox3 Oy? O28 
(34) 


for the squares of the quantum mechanical momentum operators and the wave 
function (30) (for the sake of brevity not written down explicitly) equation (31) 
will become (again in a. u.). 


« 1 


iy — Be? [\ sie Aw = Ayydt,dt,+ ‘ = Ao = A, pdrt,drt,]. (35) 


Taking into account that the left-hand side Laplace operators in (35) 
influence only the function in the ¢ ) brackets and that the wave function (30) 
is symmetric with respect to the interchange of the two electrons, the relation 


i) (Ai)? dt,dt, = S( Asp) dt,dt, 


is obtained and with its aid (35) can be simplified to read 


hg VWs 
A, = — rR | (Aiyp)*dt,dr,. (36) 
Ac 


Substituting the wave function (30) into (36), further expressing rq. 
and ry by (22c) and (22d) and carrying out the differentiation in the Cartesian 
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coordinate system and replacing then the original expressions of rz, and rz, 
ne obtains after simple, but somewhat lengthy calculations the expression 


” = 
m= — 1 f(Aypande, = 2 [ 8H) — eh) 4441) 
4 Ac? cur 2(1-+S?) ' 
where ie 
} 7 == i; e—20(ray+ Fb.) dt,dt,, (38a) 
ti == f em arart To, +Tag+Tbq) dt,dt,, (38b) 
: e- 2a(ra,+Tb) 
A; nese dt,dt,, (38c) 
' Tar 
= —a(Ta,+15,+Tastlbe) | 1 
4— fe ay Thy Tagt Tbs, + —— dt,dt,, (38d) 
Fo; Tp, 
; e 7 28(Tayt a) 
is i Sa dnity, (38e) 
Tol 
* @— (Tay +15, +Ta.t Tbs) 
= | dt,dr,. (38f) 
To, Tp, 


Among the above integrals the integrals I\, I, and I; can be separated into 
products of one-centre volume integrals, as can be seen from the corresponding 
equations, and these may be evaluated in an elementary way by partial 
integration. The results are : 


Le adil tes MTS (392) 
The two-centre integrals J}, I’, and I, may be evaluated after a transformation 


into elliptical coordinates. Applying the formulae found in the literature [16] 
the following results are obtained : 


2 
los a [2 +aR+ an CR?) e 7k, (39) 
a 3 
mw 2 1 222) p—2aR 
=> ee ee (aR + a?R?) e~** (39c) 
a 
and 
2 
i= Klee L +aR+ | eR la A (39d) 
at 3 


It is to be noted that, if the energy term E;, is divided into a Coulomb 


and an exchange integral as usual, then the Coulomb integral is formed by the 


284 J. LADIK ; 


M 
part of (37) depending on the one-centre integrals J}, I; and I; and the exchange 
integral is formed by the part depending on the two-centre integrals Jj, [4 
and I. 

When the integrals Ij,..., Ig and the expression of S?, being written 
after (305, is substituted into (37) 
at 5+ S’(S’ + aR + 4) e— 22k (40) 


fs * ( 
: 2c? 1+ S’%e—%ak 


is obtained, where 


S= 1+ aR oPR. 


A substitution of the value of the velocity of light,c = 137,3°a. a ane 
of the parameter values of Wane a = 1,17 and R = 1,40 a. u. into (40) give 
the energy value 


E, = — 2,12.10-*a.u. = — 57,4.10-* ev. (41) 


A comparison of this value with the value of —147,0 - 10-4 ev obtained 
by Berue [4] for this term with a Hydrogenic wave function for the ground 
state of the helium atom (see page 289, first column of Table I) shows that the 
value of (41) is about 40 per cent of this value. The greater part of this discrep- 
ancy may be attributed to the difference between the problems of the helium 
atom and of the hydrogen molecule, it may, however be assumed that by using 
a Hydrogenic wave function instead of the best non-relativistic wave function 
a greater error would occur in the case of the hydrogen molecule than in the 
case of the helium atom. This assumption is supported by the fact that for the 
helium atom the value of —147,0 - 10-4 ev obtained for E, with the Hydro- 
genic wave function was found to be about 25 per cent smaller in absolute 
value than the precise value (see second column in Table I) of —193,0 - 10-4 ev 


calculated with the Hylleraas three-parameter wave function by SucHER and 
Fouey [6]. 


Calculation of the energy term EY 
In order to calculate the energy term FE; given in equation (32) the inte- 
gral in the nominator had to be determined. When the wave function applied is 
symmetric with respect to the interchange of the electrons and the nuclei, this 


integral, as can be proved easily, may be simplified to the form 


4 iN [em atrat res) e—alrart ro,)]2 6 (Fq,)dt,dr,. (42) 
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is ie 
On the other hand, this integral can attain the form 


A(T) + 13+ Zs) (43) 
where 
is j e~ 22(Ta,+ Tbs) O (co) dz,dt,, (44a) 
i= ‘1 e—2a(ra,+ 10.) § (F,,) dt,dT, (44) 
and 
v= ‘ en UFayt Toyt+Ta,tTh.) § if) dt,dt,. (44c) 


Giving the integral Ij the form 


Pe errr dlr.) dr | es dr, 
' 
and considering the property of the Dirac 6 function 


Jf (7) OF) de = f (0) (45) 
the result for (44a) is : 


” o(',—2ar = ft 
Ty =e ndr, = 1 (46) 


(concerning the calculation of the second factor see equation (38a) and the 
corresponding equation (39a), respectively.) 

In order to calculate Jj and I3 r, has to be expressed as a function of r,.. 
This can be achieved by the aid of the cosine theorem (see Fig. 1) : 


i= Vri, + R? — 2r, Reos (rz, R). (47) 


Substituting (47) into (446) results in 


; . ; 1 
C= f exp [— 2a ca + R? — 2r, Roos (rz, R)] 6(Fq,)¢% \fnam dt, = eR —., 


ae 
(48) 


After a substitution of the expression (47) for r,, into (44c) 


a7 — (exp | a(r,7+ \r2, + R? — 2r,, Roos (ra, R))] 6 (Fq,) dt, § eat) dry = 


aor 2 (14 aR+ aR lee (49) 


a 


is obtained for the integral Jj, the second integral being attainable on the basis 


of the equations (388) and (395), respectively. 
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With a substitution of the above expressions of Ij, Jz and J3 into (43 
and of the latter together with the expression of S? given after (30) into (32) 
the following result was obtained : | 
eae 1 + 2S’) e-24R ) 
Hes ae eee (50). 

o 1 + S’% @—20R 


where also now 


S14 aR + oA 


The substitution of the parameter value of a = 1,17 and R = 1,40 a. u. 
and the numerical value of the velocity of light, c = 137,3 a. u., into (50) 
resulted in 


( = (oie 0a. = 205 A0-*ey- (51) 


A comparison of this value with the value of 139,0 - 10-4 ev [4], the 
result obtained with the Hydrogenic wave function in the case of the helium 
atom (see first column in Table I) shows that the value obtained is only about 
15 per cent of the value attained for the helium atom with this approximation. 
This deviation may be caused also here by the discrepancy in the two problems 
and probably by the fact that the error produced by using the Hydrogenic wave 
function is likely to be larger in the case of the hydrogen molecule than for 
the helium atom. (In case of the helium atom, the value of 163,6 - 10-4 ev 
obtained by SucueEr and Fotry [6] for the energy term E7 with the Hylleraas 


wave function was found to be largerthan the value obtained with the Hydro- 
genic wave function.) 


Calculation of the energy term E,” 


Expressing the nominator of (33) in the form 


J [emraton) 4 era}? (Fg) ded (52) 
and considering that 
fe-watr) 6 (F,,) dt,dt, = J Lf earatred) 6 (7, — 7,) dt,| dt, = 
= . e-arath) dt, = f erat To) dr, (53) 


one may write 


J fersrartrm) + em ara+ J]? (Fxg) ded, = 4 f e-tent) dr, = 
— 4 ( e—24(Tay+Tb9) dt,. (54) 
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A comparison of the integrals (54) and (38b) shows that the former is 


‘equal with one of the factors of (38b) if 2a is written instead of a. So, on the 
basis of (39b) by replacing a by 2a the equality 


4 f e-2ratr) dr, = 4—" (1 4 20R +4 atpe| e-20R (55) 
2a 3 


can be obtained. 


When (55) is substituted rogethiér with the expression of S? into (53), 


_ the expectation value will become 


ut EP ecek 
' ie — 2 ? (56) 
4c? (1 + S!? e-22R) 


where 


=1+2aR Rey 2 he 


and S’ is identical with the expression given after equation (50). 
The energy value 


E(” = — 4,31.10-%a.u. = — 1,2.10-tev (57) 


is attained by the substitution of the parameter values of Wane and the 
numerical value of the velocity of light into (56). From the first column of 
Table I it can be seen that in the case of the helium atom —8,7 - 10-4 ev was 
obtained for this term with this approximation, (57) being thus only 13 per cent 
of it. In this case, however, the view that, beside the discrepancy in the prob- 
lems, this deviation may be brought about by using the Hydrogenic wave 
function producing a greater error in the case of the hydrogen molecule than 
in that of the helium atom, cannot be maintained, because the value of 
—5,3 -10~* ev [6] obtained for the latter with the more exact Hylleraas 
wave function was smaller and not larger in absolute value than the value 


attained with the Hydrogenic wave function. 


Comparison of the energy term E, + Ej + EE,” with 
the values for the helium and ‘hydrogen atom 


Since only the sum of the energy terms E;, Ej and E;” has physical 


reality, by a comparison of the value 
Bi Sit it Ey = 38,1.10-tev (58) 


3 Acta Physica X/3. 
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with the values for the case of the helium atom, the value (58) was found to be | 
in absolute value more than twice the value of Ey + Ej + Ej’ = —16,7 - 103" 
ev obtained with the Hydrogenic wave function in the case of the helium atom 
(see Table I). In the case of the helium atom when the Hylleraas wave function 
was applied, for the sum of the three terms —35,1 - 10-4 ev was obtained on 
the basis of the second column of Table I. The sufficiently good agreement of 
this value with that of (58) may probably be regarded as having come about by 
chance. 

Finally it might be of interest to compa:e the value of —38,1 - 10™4 ev 
obtained with the approximate wave function of Wane in the case of the 
hydrogev molecule for the relativistic correction of the kinetic energy with the 
corresponding value concerning two free hydrogen atoms. For the hydrogen 
atom the Dirac equation has indeed been evaluated [17], since, however, by 
the obtained eigenvalues the relativistic overall energies of the hydrogen atom 
are given in different quantum states, it was not possible to obtain the rela- 
tivistic correction term of the kinetic energy separately in this way. It seemed, 
therefore, the most convenient way to calculate the energy terms Ej, Ej’ and 
E{’ with the aid of an integration carried out with the non-relativistic eigen- 
function of the hydrogen atom. 

On the basis of (31), (32) and (33) these energy terms become for the 
hydrogen atom: 


1 

Ei=—,[[Ale Par, (59) 
1 rc 

Et = oy | e-' 0(F) dr, (60) 

Ei" =0. (61) 


After differentiating and squaring the integral (59) becomes : 


: l ‘n : Ae —2r 4e-2r De 
kh, = — —— fe a A4ar2 dr = eo oes 
1 ee : 2 | sr? dr i [x —42 + 8x] = 
0 
~*: (62) 
ao) SS Gy See quotes 


On the basis of the definition of the Dirac 6 function the integral (60) becomes : 


E" i oe 1 One 1 —4 
4 eh — 2137.3 au, == 7,2 «10-ey, (63) 
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Consequently the relativistic correction of the kinetic energy for the two free 
hydrogen atoms may be given as follows : 


2 (E; + Ej) = 2(— 9,0 + 7,2)-10-4ev = — 3,6-10-4ev. (64) 


As is seen from a comparison of the value in (64) with that in (58) and 
with the corresponding values in Table I, respectively, the value obtained for 
the relativistic correction of the kinetic energy with the aid of the Wane 
approximation in the case of the hydrogen molecule has proved to be more than 
ten times as large and the value obtained for the correction term with the 
_ Hylleraas three-parameter wave function in the case of the He-atom almost 
ten times as large as the sum of the relativistic kinetic energy correction of the 
two free hydrogen atoms. It has still to be mentioned that the expectation value 
of the non-relativistic kinetic energy at the equilibrium internuclear distance 
of the hydrogen molecule was found to have a considerably larger positive 
value than the sum of the kinetic energies of the two free hydrogen atoms [18], 
whilst, as it may be seen, just the opposite occurs with the relativistic correction 
terms of the kinetic energy. Attention has to be drawn, however, to the fact 
that the latter correction terms were found to be smaller by some orders of 
magnitude than the non-relativistic ones. 

In Table I the individual relativistic correction terms of the kinetic 
energy are summarized for the ground states of the helium atom, of the hydro- 
gen molecule and of two free hydrogen atoms. In column | and 2, respectively, 
values calculated with the Hydrogenic [4] and with the Hylleraas three- 
parameter wave function [6] are represented for the ground state of the helium 
atom, column 3 shows the values for the ground state of the hydrogen molecule 
calculated with the Wanc wave function and column 4 contains the results 
obtained with the hydrogen 1s eigenfunction for two free hydrogen atoms in 
the ground state. 


Table I 


Energies of the relativistic correction terms of the kinetic energy in 10~* ev in the ground state of the 
helium atom, hydrogen molecule and two free hydrogen atoms 


1 2 3. A, 
So nee EE —147,9a —193,4» —5 1,4 —18,0 
pete IRS Bi RE IS 139,08 163,6» 20,5 14,4 
ES nse PO == 8-78 —, 5,3b ex 2 ae 
E,=E,+E{+ EY ... 2 IGT 35-4 S591 =°3.6 
a. See [4]. 
b. See [6]. 
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TPAKTOBKA OCHOBHOrO COCTOAHHA MOJIEKYJIbI BOJIOPOQA HA OCHO- 
BAHMM PEJIATHBHUCTCKOH KBAHTOBOM MEXAHHKM C MOMOLIbIO BOJIHO- 
BOM ®YHKUHMU YAHTA I. 


Aw. JIAQUK 
Pesiome 


B padore qaetca orHocsameeca kK MOJEKY IE BOLOPOMa BbIPAkKeHHe ypaBHenusa Bpaiira, 
MPUBCAEHHOTO [WIA PeAIATHBUCTCKOM TpakTOBKH MOJEKYJIbI BOAOpORa. Iloq06HO mpodsneme 
aTOMA, HM 3NeCb K HEPIATHBUCTCKHM YWICHAM PeIIATHBHCTCKHE UeHbI KOPpeKUHHM AOOaBIAIOTCA 
aWIMTHBHO. M3 MHOrouncHeHHbIX WeHOB KOPpeKUMH B aHHOM padoTe BHIUHCIAIOTCA UeHbI 
PENATHBUCTCKOH KOPpeKUMM KUHeTHYeCKOH gHepruH. Boruucnenue mpopeszeno yTem ompe- 
ACTCHHA OK TACMBIX SHAYCHHIT COOTBETCTBY IOLIMX ON€paTOpoOB IPH NOMOLM BOTHOBOH byHKuHH 
Yaura. IIpu 9Tom sHayenusa mapaMetpop Yaura a= 1,17 un R= 1,40 a. e. octapanuce 
HCH3MCHHDIMH. J[is1 CYMMbI TpeX PesJIATHBUCTCKUX UeEHOR KOppeKUMN KHHeTHYeCKO IHEprHn 
Obl MOYYeH pesysLTaT B —38,1 . 10-4 eV. Tanuniii PesyJIbTaT TIPHMepHO BABOe OoNbUIe 3Ha- 
YCHHA, TOJTYYHHOO BOMOPOAOMONOOHOH BOMHOBOI pyHKuneii It aToma remus. 

B mpouecce Bpruncnennit BCTPCYaIOTCA JBYXUCHTPOBbIe MHTerpasibl, B JIMTepatype 70 
CHX TOP HEOMMCaHHbIe, HO OHH CpaBHUTebHO MpOCTO MOryT ObITb IpegxCTaBeHbI B BUDE AByx- 
UCHTPOBbIX MHTerpasOB H3BeCTHOrO THHA. 
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AN INVESTIGATION CONCERNING THE CLASSICAL 
FLUCTUATION OF LIGHT 


By 
G. GRAFF and L. JAnossy 


CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 


(Received 14. IT. 1959) 


; The statistical problem of the classical fluctuation of a light source which was considered 
in a previous paper [1] for a strictly monochromatic emission is extended to the case, where 
the individual atoms emit different frequencies. 


In a previous paper [1 | the fluctuations of intensity of a monochromatic 
light beam were considered. The fluctuations were supposed to be caused by 
the interference between the light impulses emitted by the various atoms of the 
light source. It was assumed that the atoms emitted impulses at random times, 
and that the signals had a sharp front and were decaying exponentially. 

Considering a beam travelling along the x-axis the y-component of the 
electric vector of a signal emitted at the instant t = ?’ and reaching the point 
of observation at the time t was assumed to be given by 


Ee-’¢-) sin(w(t— 1’) + ¢), if t>V, 
e,(t) = ( ) if ae (1) 


The phases ¢ and the angles of polarization ¢ and also the instants of emission 
of the various light signals were assumed to be distributed at random. The 
instantaneous value of the electric field strength in the direction y is thus 


given by 


the sum to be extended over all wave bands the fronts of which have reached 
the point of observation before the time t. The light intensity at the time t 


can be expressed by 


I(t) = E2(t) + EX(t) + F5) + Fut), (2) 
where 
1 93dE,(t) 
AS) see aT? 
FA) = 1 BE At) | 


@ Ot 
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It is assumed that @ > y, thus the expression (2) represents the mean flow of 
energy averaged over many oscillations of the light. 

For the discussion of real experiments the above model is somewhat 
incomplete. In a real source of light it must be taken into account that the 
individual atoms do not emit exactly the same frequency. The frequencies 
differ among others because of the heat motion of the atoms and the Doppler 
shifts thus arising. Thus we may assume the individual signals to be of the 
form (1), but we must assume the frequency @ to have somewhat different 
values for the individual signals. We can thus assume that the probability, to 
get a signal of the foim (1) in the time interval dt’ is given by 


P(E,o,¢) dE dw de dy dt’. (3) 


We shall assume the latter probability to have a sharp maximum for a 
certain value w,) of w. The probability shall not be assumed to depend on 9, 
i.e. we assume the phases of the arriving signals to be distributed at random ; 
the probability (3) does not depend explicitly on ¢ if the source emits unpolariz- 
ed light. We may also write 

P(E.0,e) = Np(E,o)/22°, 


where 


= | p(E,) dE dw de dp = N | p(E,w) dE dow = 1, 
IU 2 
and thus N is the expected number of impulses per unit time. 


For brevity we shall denote our parameters by one symbol, we shall 
write 


t'»,E,0,9,¢€ = A; 


furthermore we shall introduce the notation 
ey(t) = a4(A,t), e(t) = *,(A.t) f(t) = x3(A,t), f(t) = x,(A,t), (4) 


where e,(t) is obtained from ey(t) when replacing cose by sin e; f,(t) and f(t) 
are obtained from e,(¢) and e,(t) by replacing sin (wt + ~) by cos (wt + ¢). 

We shall also consider the values of the components of the field strength 
at two different instants of time. A signal which at the time t possessed the 
components x,(A, t), i = 1, 2, 3, 4 will at a later time t + T have componerts 
xi(A,t+ T). For signals having been emitted at times ft’ later than ¢ but 
earlier than t + T the components of x;{A, t) are zero, but those of x(A,t+ T) 
differ from zero and have values defined by (1) and (4). From the latter expres- 
sions we see that we can write 


x(A,t + T) = x,(A‘t), 


where 
A’ =1' — T,E,o,9,¢. 
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> 


We can introduce as definition 


, 
; 


3 


# x(A't) = x;,,(A.t), i= 1,2,3,4 


and consider the eight functions x;(A, t) thus defined as the components of an 
eight-dimensional quantity 


x = x,(A,t),..., 29(A,2). 


We introduce further the qaantity s, having also eight components ; 
s; is supposed to be the contribution of the component x; of the elementary 
emission to the i-th component S; of the total field strength. 

The components at the total field strength at two instants t and t + iM 
are thus given by the eight quantities 


S= 35; 


= Sa {A |,2.-.-28, 


where the sum has to be extended over all contributions of the emissions which 


have taken place in the light source. 
In most applications, we are not interested in the field strength itself but 


in the intensities of the beam or the intensities of the components polarized 
parallel to the y or z axis. We denote the intensities at the times t and t + T by 


I, and I,, 
furthermore the intensities of the polarized components at times tandt + T by 
Thy, D3. Ty I, 


We may write for one of these six components briefly I, or I;, where 
a or f stands for one of the six suffixes 1, 2, ly, 1, 2y, 2. 


We have then 
DL = > 5S), la d.Si: 
(a) (B) 


) has to be carried out over appropriate values 
(6) 


oe eet LA Cee da 9.05120 5 


where the summation » (or 


fa 


~ 


Gini. 1.6. 


a=ly,i=1,3; a= 2y, t=5,7; 
ea is te ZA a= 2z, i= 6,8 


as it follows from the definitions. 
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The various components J, of the intensity fluctuate in time owing to” 
the random nature of the emissions in a light source. 

We can determine the simultaneous probability distribution of the eight 
components of S and shall denote this distribution by P(S). Thus P(S)dS 
is the probability that at a given instant of time t the four components of the 
field strength are found around S,, S,, S;, S, and that at the later time t + T 
the values of the components have changed to new values Ss: 5g. 5¢s Se Leas 
convenient to introduce the generating function of the distribution P(S). 
We thus introduce 

G(v) = SevS P(S) dS (5) 
and 


H(v) = In G(v), (6) 
where v stands for eight components v;, 1 = 1,2,..., 8 and 


8 
vs => > 943 
i=1 


the integral (5) is an eightfold integral over the eight components of S. 

The logarithmic generating function H(v) of P(S) can be obtained in the 
following way. The probability that an emission originating in d(A) contributes 
S to S is the following : 


Pa(s) (1 — p(A) dA) 0(s) + p(A) dA o(s — x), (7) 


where p(A)dA stands for expression (3) and 6(s),6(s — x) are the eight-dimen- 
sional Dirac functions. The first term on the right-hand side of (7) is the pro- 
bability of there being no emission in dA — in this case of course § = 0. The 
second expression is the probability of emission in dA — in this case obviously 
Ss = xX. 

In (7) we considered the contributions s to§ by the individual cells dA. 
By folding the respective distributions belonging to the individual cells the 
distribution P(S) is obtained. However, there is no need for the explicit 
expression of P(S), the logarithmic generating function (6) can be easily 
calculated from (7) and is sufficient for our calculations. 

The generating function belonging to one individual distribution is 
given by 

g(Pa(s) 3 v) = fevs P,(s)ds = 1 — p(A) dA + ex P(A) dA, 
8 

where VX = > ViXi3 and its logarithm 


i=] 


In g = (e* — 1) p(A) dA. 


Summing over all cells dA, we obtain for H(v) the expression 


e| 
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H(v) = In G(P, v) = {(e* — 1) p(A) dA, (8) 


ae ee 
4 


4 where the integ«ation is a fivefold integration nto the parameteres t’, E, 
 O, &, Q. 

The derivatives of H(v) for vy = 0 give the semi-invariants of the distri- 
bution P(S). We shall denote differentiation into v,, v;,,..., by suffixes i, k 


and write H;,,... for the value of the derivative of H(v) into v;, v;,... for 
v = 0. Thus we write 
2 
' H, =< ( Hv) | ; ay == fae se etc. (9) 
Ov; v=0 Ov; Ov; v=0 


Differentiating (8) and using notations (9) we find 
H, = {x(A)p(A)dA, Hy = §x(A)%(A)p(A) dA, ete. (10) 


Introducing the expressions for the x,(A) we see that on account of the integ- 
ration into ¢ all semi-invariants of odd orders vanish. Thus we have 


A, = Hy =... = 9. 


With help of the semi-invariants we can express the moments of the 
distribution P(S). We have in particular 


e°S5 > = Hi 0, “= '1,2,".- 2, B- (11) 
Considering (11) we have for the moments of second order 
<Ssy> > Hy bbe 12 inyg 8- (12) 
Thus with help of (12) 
< $, S,> = fx(A) =(A) p(A) dA. (13) 
The moments of the third order vanish, i.e. 
<S,S,5,>=9, Ed 12. 5 > 85 


The moments of the fourth order are given by 
<a S; Sk S; Sri PP Fix1m 43 Fix Him aie Hi, Aum = Him A, 
t,k,l,m — ae aes 8; 
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in particular 


aes bY ae 


< S?S2> — < S?> < S2> = Hing + 2Hie (14) 


4 


The expectation values-.for the various intensities are thus 
<I,>=3<Si>.- (15) 
(a) : 


Inserting the expressions for the x;(A) into (13) we find 


Oe ei 28 eer 8 
8y 
with 
E2= SE? p(E.o) dE do. 


Thus we have for each of the four polarized components 


i 2s 
A Ee ee es 


where a’ = ly, lz, 2y, 2z and n = N/2y. 
The expected product of two intensities can be written 
<LG>=3< 93>, 
(a, 
where the summation has to be understood in the following way : i has to be 


summed over the values appropriate to the suffix a and k over the values 


appropriate to the suffix 6. With help of (14) and (15) we obtain 


Ady > ed + 2 (Hii + 2 Hi;,). (16) 


So as to evaluate the sum (16) we have to introduce certain integrals for the 
H{ values; the expressions can be much simplified if the summation and 
integration are interchanged in a suitable way. In particular we have 


DS Hix = JY x(A) SY x(A) p(A) dA, 
(a,8) (a) (B) 


the integrand on the right-hand side contains the time in the form of a pure 
exponential. 


As all the semi-invariants are proportional to 


N 


n= — 


= a 
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the moments contain terms proportional to powers of n. n signifies the expected 
umber of impulses emitted during the time 1/2, ice. during the expected 


4 uration of the excitation of an atom. Under most conditions we have n > 1, 
i. e. the impulses show a strong overlapping ; in such cases the terms of the 
highest power of n give a good approximation for the moments. The case is, 
however, also of interest, where 1/n > 1; in the latter case the lowest powers 
are of interest. 

; From (16) we get the following particular results. If we evaluate the semi- 
‘invariants with help of (10) we get for the fluctuation of any one of the polarized 


intensity components 


ier yee ely yb SER 
: ? n 4(E?)? 
with 

ao Ly; 12, 29,28. 


About half this relative fluctuation is obtained for the unpolarized 
beam, namely 
E4 
(Ey 


1 1 
eh) = S i - 


The correlation between the components of the different polarizations 
at the same instant is small, provided n > 1 we find 


a) 6) erie: <a Hive 
[<(6hy)? >< (6h)? >]* — 3E*+-4n (E*)? 


We obtain essentially new results when considering the correlation 
between the intensities at two instants of time. We have 


1 ~ 3 =3 - 
2701, Ol > = sip ye 5 (17) 


where we have put 


E4= (({{ cos( — 0’) T- p(E.m) p(E'o') XE? dE dE’ dodo’. (18) 


If the spectral width is very small, then the integral vanishes almost every- 
where except for @ = w’ = po, and thus the cosine under the integral can be 


replaced by I. In the latter case we have 


F4 — (E2)2 
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ses exponentially with the interval between the instants. However, because 
the cosine factor under the integral we find that for 


Te eS. 1; A® , 


where A, is the effective width of the spectrum of emission, 
E*>> (E*), 


thus the correlation breaks down more rapidly than exponentially. It may be 
noted that the second term in (17) is independent of the spectral distribution. 

The investigation of the interference phenomena of light leads to similar 
results. Denoting the path difference of two light beams by I, the light intensity 
resulting from these beams in a point of a screen is 


I, +1,+2¥ <S,8,>=nE*? tne '{ Ecos 1-p(E,o)dE do (19) 
(4,8) a c 


where a= 1y, p = 2y 


or a= las, p = 2z, 
and where in <S;S,> we have written I/c instead of T. 


If the band width is very narrow, the integrand in (19) is about F? cos ba 
c 
The coherence decreases exponentially with decreasing path difference because 


of the damping assumed for the elementary emissions. However, when 


Aw, 


0 : ; : 
=<? <1 the integrand rapidly decreases, the coherence decreasing more 


rapidly than exponentially, because of the incoherence of rays of different 
frequencies. 


* 


Consider the following experimental arrangement. 
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\ light beam emitted from a light source F is split by a semi-transparent 
uirror ST into two components. These are being registered by two photo- 
multipliers M, and M,, which are connected in a coincidence circuit Cy. 


: The rate of accidental twofold coincidences in this coincidence arrange- 
ment is obtained as 

4 fai Lt, dT 

§ 0 


if t is the resolving time of the coincidence amplifier. 
Without fluctuations of the intensity the coincidence rate would be 


' 


Reet, 1, dT = te 1, > <I, =. 
0 


_ Thus the excess of coincidences caused by the correlated fluctuations is 
expected to be 


AC=C—C=2{ <dl, 81, >dT. 
0 


This gives according to (17) 


— —_— —2yt - ~ 
AC= ig ie anal un 28 few E*dT. 
16 y a 
0 


With help of (18) we find 


t T 


heart EtdT = if cos (w — w’) T-e-T dT Sif E'E” p(E,o) x 
F : x p(E’w’) dE dE’ dw do’. 


The value of the above integral can be estimated if p(E, m) has a sharp maxi- 
mum around a value @,, so that the width of the spectrum 4@ is much less 


ul 
than —. In the latter case we find 
T 


vg 
ert 


[owt Bear~ (Ey pea? ; 
ay 


0 


If on the other hand both yt > 1 and Jor > 1, we find approximately 


- ~ ~ 1 Ao 
e-2T FAdT ~(E?)? ——— arc tg —— . 
2/A@ y 


0 


2 a 


> 
i 
= 
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. . PesnmMe 

Cratuctuyeckad mpodmema KlaccHyeckoH syKTyauun ucTOUHHKAa cBeTa, 

OblIa yoKe HcceqoBaHa B MpegAbiqyule cTaTbe [1] B c1y4ae CTporo MOHOXpoMaTHyeCc 

 YeHHA, 3]eCb pactipocTpaHxAeTcaA Ha cyya, KOr{a OTCJIbHbIe ATOMBI H3J1yaloT Ha P 
7 yacToTax. ’ - 


0 ABJIEHUAX B HEOJLHOPOJHbIX NOJIYMPOBONHVKAX 


lr. MATAKM 


. @®H3HKO—TEXHHYECKHMH HMHCTHTYT B. A. H., BYAMELIT 


ll. CEBEHU 
_ HAYUHO-HCCJIEQOBATEJIBCKMH MHCT, MPOMbILJIEHHOCTH TEXHHKU CBASH, BY ANEWT 


(Mpeacrasneno T. Cureru. — Tocrynuno: 14. II. 1959) 


OOpaujaeTcA BHHMaHHe Ha aCCHMMETPHIO, B HeOAHOPOAHBIX MOTYNpOBOAHHKaX, npu 

M3MeCpeHHH H3MeHeEHHA COMPOTHBJIEHHA B MarHHTHOM ose. PacueThi CpaBHeHbl C 9KCIIepH- 
_ Me€HTOM. Cornacue YAOBIETBOPNTeJIBHO. 

@Musuyeckne CBOMCTBA NOJYIPOBOMHMKOB oMpefesAOTCA, Boodle, Ha 
MOHOKpHCTasax, CUATAeMbIX OMHOPOMHbIMH. OWHAKO, B CAaMOM ese, ITH MaTepu- 
aJIbl BCerla NOKa3bIBaloT TO B OoObUeH, TO B MeHbIUel cTeMeHH HEOMHOPOAHOCTb 
B pactipefleseHuu MpuMecei. ITO MpHBOAMT K TOMY, YTO yeJIbHOe CONpOTHBIeHHe 
MOJYMpOBOAHMKOBOrO OOpasila, paclOJ107KeHHOe HalpHMep BOb OCN x, He OyzeT 
MIOCTOAHHBIM, HO Oy eT ABJIATLCA HEKOTOPOH PyHkuynel OT x: @ = e (x). Koneuno, 
M3 U3MepeHH MpOM3BeeHHbIX Ha HeOHOPOMHbIX MaTepVasIaX MO)KHO MOJTYUMTb 
TOJIbKO IIpHOJIMSUTEJIbHbIe CBEeEHUA 00 OJHOPOAHBIX MaTepHalax, MosTOMY Lee- 
coo0pasHO CHCTeMaTHYeCKM MCCeLOBaTb BJIMAHME HeOAHOpoHocTu. HesL3A 
OKUMaTb, BOOOMe, UTO YTBEPIKCHMA, OTHOCALIMECA K OMHOPOHEIM MaTepHasiam, 
OCTAIOTCA B CMe, B OPHTMHAJIbHOM Pope, HM B Cyyae HEOAHOPOAHOrO MaTepHasia. 
B HeOJHOpOsHbIX MaTepMasiax Tip u3sMepeHHM TepMO-9c HM M3MeHeHHA COMpo- 
TUBJICHVA B MarHUWTHOM Tose BOSHMKaeT accMMMeTpHA. B mocseqHemM csryyae 
9Ta ACCUMMETPHA MOKET ObITh OUeHb CyUeCTBeHHOM. B sTOM cTaTbe MbI UCcIe- 
jyeM M3MeHeHHe COMpPOTHBJIeHMA B MarHUTHOM Mode. 


A. Vismenenne COnpoOTHBeHHA B MarHHTHOM moze 


TlycTb KoopAMHaTbl KOHIHOB BbIWeynoMAHyTorO oOpa3sla OyAzyT 0 u I. 
ViccnefyeM u3MeHeHMe CONpOTHBIeHNA MeXKLy STMMM TOUKAMH, CCIM M Mar- 
HUTHOe Moe MMeeT rpaMenT. B sToM Cayyae KpoMe M3MeHEHHA COMpPOTHBIeHMA, 
OKMAeMOFO B OMHOPOMHOM OOpasile, U3-3a HEOMHOPOMHOCTH BOSHUKaeT [00a- 
BOUHbIM wieH. TaK, eCJIM M3MepxemM U3MeHeHHe conpoTuBeHuA AR, Tora B 
3aBMCHMOCTH OT HallpaBeHHA U3MeHeHMA @ (x) OTHOCHTEIbHO U3MeHeHMA Mar- 
HUTHOFO MOA MbI MOTyYMM pasiMuHble sHayenuA AR. 

OTHOCHTeIbHOe M3MeHeHHe YeJIbHOrO COMpOTHBJeHHA B OMHOPOMHOM 
MaTepHasie M Moule MpHHuMaeM B BHAMaHHe cnenyroue cbopmyo# [1]: 


Ag == Kw Be, (1) 
Q 
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re K — moctosHHas,* “ — MO/{BU)KHOCTb HocuTesIeH ToKa, B — sare 
MHLYKUMA. TlepenMuiem sT0 ypaBHeHHe JIA Cyyad HeOAHOPOAHOrO maTepuasia 
MW HEOMHOPOAHOFO NOMA, TOra IA MSMeHeEHHA COMpOTMBeHMA MBI NOJTyYaeM 


MHTerpaut : 


ARS (yee Pas, (2) 
oe ‘ 


0 


rye 1 — nuimHa obpasya, s — ceyenve oOpasuia. Ecum mepex MoBopoTom oOpasija 
0 = q(x), a Mocne MoBopoTa 6 = @» (x), Tora AIA pasHMi{bl TByX M3MeHeHHM 
MosyuaeM cs1eflyloulee BbIParKeHHe : 


I 
K 2 
04 R= AR, — AR, =| (ea — 00) B? dx (3) 
s : 


0 


 MO)KeM BbIHeCTH Nepe 3HaK MHTerpasia, ecsIM B UCCHefOBaHHOM oOsacTH 
COMpOTUBeHKA MOKHO MpeHeOperaTb 3aBMCMMOCTbIO OT KOHLWeHTpaluu [2]. 
Ecam B ypaBHeHve (3) MoyctaBiaem PyHKWMM JaHHOrO Cciyyasx, Tora 
6AR MO%KHO MpOcTO BEIUMCIUTb. 
OTmeTuM, 4TO ecu @, (x) =e, (IL— x) Ho B (x) =const., Tora JAR = 0, 
T. €. C TOUKM 3peHMA BbILeOMMCAaHHOrO seKTa HEOAHOPOAHOCTh MOA ABIAeTCA 
CylecTBeHHOH. 


b. IKcnepHMeHTabHaA YacTb 


B nacrosnlei CTaTbe 3aHMMaeMCA M3MepeHheM H3MeHEHMA COMpOTMBIEHMA. ** 
UA HyKHOM HEOAHOPOAHOCTH MbI pactlOOPKUM OOpasell Ha KpalO OTHOCHTEJIBHO 
IUMpOKOrO 3a30pa, KaK 9TO MOKasaHo Ha pu. |. 

HeofHOpomHocTh MaTepnasa 3ajlaeTCA Y/leIbHbIM COMPOTMBIeHHeM BAOMb 
JWIMHbI OOpasya (puc. 2.). 

Pasmepbl oOpasiia repMaHun Tuna — n; 2x7, 1 x 16 mM3, ceyeHnve 
1,42 x 10> m?. Usmepenus npouspoquauch mp Temmepatype T = 300 °K, 
Mp TaKMX MaJIbIX 3HAYCHUAX TOKA, YTO MO)KHO ObIIO MpeHeOperaTb TemoTaMu 
TpxKoynaA u Tlenpre. 

Alia UCKIIOYeHMA 3ABACMMOCTH MOJBM)KHOCTH OT KOHLeHTpallMn, MBI 110/,06- 
paJIM TaKy!0 OOACTb COMpPOTUBIEHHA, Pe MOMBYOKHOCTh MO)KHO CunaTb MOCTO- 


* Wna K Teopua faer mpH HanMunn HOCHTeNei TOKa OfHOTO 3HaKa 9/16 (1 — 2/4). 
Ho B 9TOM CyIyyae JI MOsyuaemM 3HAYeHHe, HECOrmacyloleeca HM C XOJOBCKOH HU C apeii- 
(boBot Mo”BMDKHOCTHIO. B groli craTbe MbI ONpeyemmem K oKcrepHMeHTasIbHO. 


** Mbl TpOUsBOAMIM HsMepeHHA C KOMMeHCalMel HANpsKeHUA MPH MOCTOAHHOM ToKe. 
TlorpewHocTh u3sMepeHuiit +0,2 oma. 


4 


et = 0,26 


al bal “4 et 
Si ee AY 
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HHO. Mbl onpefemuiu 3Hayenne Koucrantel K, U3MepeHUAMM Ha OMHOPOAHbIX 
Opaslax B OAHOPORHOM MarHUTHOM Nose. IIpHHumMas sHayenne NosBMrKHocThH [3], 


M 
BCER’ MbI MOJIYUMJIIM (JIA KOHCTAHTbI 3HayeHHe K = 3,2. Ha ocnose 


0 7 ema es 
Puc. 1. Cxema u3mepeHua HM xog @yHKunH B (x) 
° 
QM 
7G As 
~~ 
p QR 
01 
y x 
0 1 deat 


Puc. 2. Xonx yHKunn @ (x) 


ypasbHenna (2), JR yoKe MOOKHO OMpeseATb. BpllleyKasaHHbIMH 3HaYeHH AMM 
K vu pw, uc bynkKunamn @ (x), B (x) (puc. 1, 2) Nonyuaetca 


AR, = 10,82, AR, = 7,72. 


Haum usmepenua pan AR, = 11,2 2, AR, =7,2 QT. e. cormacue MOKHO CuH- 


TaTb YOBJICETBOPUTeJIbHbIM. 
B 3akmiouenve MbI BbIparnKaem ruyOoKy!0 OnarosapHOcTb AOKTOpy bus. 


Hayk 3. Bogo 3a WeHHble KpuTMyeCKHe 3aMedaHH A. 


4 Acta Physica X/3. 


Zusammenfassung 


Es soll bemerkt werden, dass bei Mecreneeets von n magntichen X 
ausgefiirt an inhomogenen Halbleitern, ei 
mit den Experimenten verglichen. Die I 
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Interactions between free electrons and coherent fields, that is to say electromagnetic 
fields having a definite phase, are studied. The expectation value and mean square deviation 
of electron velocity are determined more generally than has been done by previous authors. 
Calculations are performed by quantum mechanical as well as classical methods and it is shown 
that the two methods do not lead to different results. Consequently, it can be said that the 
behaviour of a coherent field in respect to free electrons is the same as that of a classical field, 
apart from the zero point fluctuation. 


Introduction 


In radiofrequency as well as microwave spectroscopy we have to deal in 
general with coherent waves that is with electromagnetic waves of a definite 
phase. So, for instance, in cavity resonators coherent standing waves are 
produced by electromagnetic oscillation. The interaction between such 
electromagnetic waves and free electrons has been studied already in several 
papers [1—12], both by classical and quantum mechanical considerations. 
In these discussions, however, the term containing the magnetic field in the 
equation of motion of electrons is generally neglected. This may lead to 
considerable errors as it is to be seen in the case of cavity resonators [13 ]. 

No attempt is made here to analyse in detail the above papers. Only two 
of them have to be mentioned, as the present discussion is based partly upon 
their considerations. The expectation value and mean square deviation of the 
velocity of electrons passing through a coherent field were calculated by 
Senirzky [7] using quantum mechanical, and by Ginzpure and Fain [11] 
using classical treatment. It was shown by GinzBure and Farin for a parti- 
cular case that the relations obtained by classical methods led to SENITzKy’s 
results. 

The purpose of the present work is to determine by classical as well as 
quantum mechanical methods the expectation value and mean square deviation 
of the velocity of free electrons passing through a coherent electromagnetic 
field in such a way that the magnetic field involved in the equation of motion 
of electrons is taken into account. Moreover, it will be shown in a general sense 
that the two different methods of calculation do not lead to different results. 


4* 
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expectation values are computed according to quantum mechanical consider- 
ations, while in § 3 the same is done by classical me-hods and the agreement 
of the results is shown. In § 4 the expectation value of the velocity of electrons 
passing through a rectangular cavity resonator is determined. 


§ 1 Solution of the equation of motion 


We have to find such frst integral of the equation of motion of electrons 
where velocity may be expressed in terms of the vector potential 2. Having 
derived a relation of this kind, it will be easy to determine the expectation value 
and mean square deviation of velocity both in quantum mechanics and by 
classical considerations. 

Let usintroduce a = e/mc, then, by making use of the well-known rela- 
tionship between vector potential and electric and magnetic field intensity, the 
equation of motion may be written as 


p= — a Fo + Gorey x0 ]. (1) 


The equation can now be re-written by using the derivative tensor 
and its reflection on the diagonal. The latter is denoted by a line drawn above 


the symbol : 


( OW, 9%, 9, { 92, ory Ou, | 
Ox oy Oz Ox “" Os Ox 
SY | ou, ON oat, ay ow, OM, oY, 
at @x Oy oz |’? Ot | a dy ay 
ow, SU, 9, ow, OA, dM, 
| Ox dy Oz | 82 Oz dz 


The equation of motion then has the form : 


b= —o| hes aa |= «(9 df 


2 
Ot ar or dt or 3 (2) 


By a simple substitution it is shown* that the solution of (2), taking into 


*See Appendix I. 
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account also the initial condition, is given as 


co 


b= > (aA)" (, — aX), (3) 


n=0 


th —i 


t t, 
aot aa yy FSU 
nm s— a eee) conase. a 
A =| a, ae | a a | dt, ar? Asal, (4) 
0 0 


0 


' 

If the series is convergent for a given vector potential, 6 (t) may be obtained 

in terms of Y (r,t). Fundamentally (3) is, of course, a rather complicated integral 

equation for b (t), as r Zi » (t) dt has to be substituted in the argument 
of the vector potential. Actually however, if the initial velocity is sufficiently 
high as compared to the modulation, the approximation 1 = 0, t is permissible 
and then it is possible to use equation (3) immediately. 


§ 2 Quantum mechanical consideration of expectation values 


The following calculation is the generalization of the method adopted by 
SENITZKY [7]. 

The expectation value of an operator A corresponding to some physical 
quantity, according to the Heisenberg representation in quantum mechanics, 


is given by 
(A= (¥, AY), (5) 


where wave function Y gives the solution of the Schrédinger equation for a 
given time let us say t = 0, and A is a time-dependent operator which is related 
to the operator A, the latter being independent of time in the Schrédinger 


representation, as follows : 
A=e Ae ; (6) 


where H is the Hamiltonian of the system. 
Prior to the formulation of the expectation values, we have to determine 


the Hamiltonian and the wave function for the system representing electron 


and electromagnetic field at the initial time. 
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inner 


Let us expand the vector potential, for instance, in the normal modes of a 


resonant cavity : 


H(e) = Ya (). 7 


where q;, and %, satisfy the initial as well as the boundary conditions and the 
following equations 


2 
Ay +E = 0, (Uy Pr = Opus (8) 
c Vv 


Gx (t) + q(t) = 0. 


According to the usual canonical formalism [14] r, p and q,, py are canonically 
conjugated quantities which are related as follows 


qi: 
= my, — 5 10 
p Px rae (10) 


Operators corresponding to the canonically conjugated quantities may be found 
according to the Heisenberg commutation relationship, thus the Hamiltonian 
of the electron-electromagnetic field system is given by 


wm 
BA (11) 


1 rene, 2 A 
i= > nee a2,| eS [22 pi ‘a 
2m Csr. k 
The initial wave function of the system may be represented as a wave 
packet of minimum uncertainty, a form which is well known [14]. Denoting 
the wave function for the electron by Y, and that for the field by Y; at time 
t = 0, then 


W=W,W,— [2x (At)] 4exp (tc — <tr>)? jSB2H. 


4 (Ar)? hi 
‘TI [2% (Aq;,)"] iv A exp | (1% Sa qk os + : =< Pr =. qk } (12) 
kK } 4 (Aq,)2 i ’ 


where Ar and Aq, are the initial uncertainties or standard deviations in i: 
and q,, respectively. If the coordinate system is adequately chosen <t) is 
equal to zero, that is the origo corresponds to the entrance point of electrons 
into the cavity resonator; (p)/A = mbo9/A = f, where Doo is the mean 
value of initial electron velocity. We shall use also the notation 2(Ay)* = be, 
The expectation value of q,(t) is obviously the classical one, thus if in the cavity 
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“resonator only the j-th mode is to be oscillated ¢q,(t)) = ik Ag Sin Wt, where Ay 
is the amplitude. It follows that (q,(0)) = <q.) =0 and ¢ P:(9)) = (px) = 
= 0j, Agw,/4ac*. The uncertainty in g;,is so determined that for a non-oscillating 
field, free from electrons, we should have the zero point energy, thus (H)), = 


= 2 h w,/2. Upon performing this integration,* we obtain 2(Aqi,)? = 4ac?h/a,. 


Se SES 


Considering the above said, we have 


72 
2b 


P==(nh)r i exp | = 
(13) 


(a) q2 A 
| Be |g tn Aral 


It has to be noted here that by this form of the field wave function we 
have taken into account that the phase was definite and the amplitude undeter- 
mined [15]. 

Now we may proceed in the calculation of the expectation value and 
mean square deviation of velocity. We do not write the general expressions, 
but only consider the kind of terms involved in the infinite series. It is obvious 
from expressions [3] and [4] that in order to obtain a general solution for the 
problem, the expectation values to be determined have to be of the following 


form 


(Vix (t,) ke (t,) o ee ay, m1 (t;) Bre m2 (t) Osi Oa ? (14) 


where a,,,,,,(t1) represents one of the components either of vector potential ,. 
or of one of its first order partial derivatives. Subscripts k,; may represent any 
of the values m, = 1,2,..., 12 corresponding to the vector potential and 
to each of the three components of the three partial derivatives. Since operators 
qx and x are independent, (14) may also be written as 


(Vy (t,) Fre (t) Oe Gg (Ax, my (t,) Bre me (t) cee 0G : (15) 
An additional simplification is given by values ky» (o> - - - being also in- 
dependent, thus it is sufficient to consider instead of the first factor, only 


Cx (ty) Ik (t) - » a> (16) 


where we denote by k the subscripts k,, ka, .- - representing identical values. 


It has to be noted that besides operators gq, and am also operators po 
and bs may be involved in the expressions. In this case computations may be 


*See Appendix II. 


; 
. 
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performed in the same way as in the following, only it has to be taken into 
account that —iA grad/m is the operator corresponding to 0p. 
Now the expectation values of the two characteristic factors will be 


calculated separately. 


a) Expectation values of quantities a,,,, 


The expectation values in quantum mechanics may be determined from 
expression (5), but first the time dependent operators have to be derived by 
means of (6), since x and not time is involved explicitly in the argument of 
a,m: It is convenient to derive function a,,,(t) by applying a Fourier integral 
in order to account for the action of the Hamiltonian involved in the exponent 


jm (t) = i df Arm, (£) ee (17) 


where A;,, is the Fourier transform of a,,,. 
The integration will be performed now and in the following — if no other 


notation is used — over the whole space or with respect to interval (—oo, +c). 
Using the commutation relationship between r and p as well as the 


equation 


1 
eA 8 = 08 er el 8] eo atl 4l4. 81] +[ 8.14, BI] ae (18) 


where the commutator is indicated by square brackets, we have 


i i 
= Ht 


ah ae: ir. 
jn, (C) € = { df Ayn (f)e “e a 
ot mn ifr Ler itt 19 
= (iden Rar a Mm 


From the above equation it follows that 


ihty Py if, 
s + if — 
i iv) fip 


dy, m| (t;)) = \ d® f) A, my) (f,) an e . (20) 


The initial wave function as obtained by the Fourier integral which is 
used to simplify the calculations, is given by 


bz 
ot $+ i(f+f,)r 


7 


Le eK bay li ; “aid a 
see toy 00 ‘sN- (ge reer ee 
“(oe -t 


i 
ne hte ite + tap (4 
Reinet bees Si 


ik 
-e an ett, = a 


aking use of the following equation 


' +h 


f “rep ifr 
q e e 
(22) gives 
ee 
(4, m; (ty) Gia ma (te). - Dg = (27) PCL (Y... Bra tdtt dt, ... - 


Z eas B ik 
4 ee Ge tif Vea 5 ti + Het. 


Ax, m, (£) Aisin ak. e” i 4 (24) 


iA . 
ue Et(f+%+ t+...) cm BAPE) 


eli thththr...)r 


j (Uponi integration with respect to y and f, we substitute ,) for Af,/m, then by 
_re-arrangement we find 


(ey m, (t) Os mz (te) = « =a a ciadeatael ee ) Asm. (fp) - -. 


(ft, Ba fat. + a)" 


b? 
= htht...)% -aG 
4 2 A ran é (25) 


» ideo (fit +fatet ---) = 


1A 
<F fiit(t.—t2)+ BE(t —t,) 4 cot Bft=t) $a... 4 
9 


which may be written by introducing variables 1’ and p’ = mb’ and by 
neglecting the last exponential factor of the order of unity also in the form 


Cat m (4) Gem (ty) «+ Yo= Sfff oo Pr’ a pd at... - 


é ae, (£,) Peale Oh As (£,) gl t+ Daots + 0%) ee (26) 
3 rt? 3 ip? 2 
ah ae se R21-3 - ee 
.(ab2) 2 e ” [* [¢ nn 
b2 


since by integrating with respect to 1’ and p’ we have again expression (25). 
The right-hand side of (26) is obviously a Fourier integral, and by substituting 


Je OR, Aim, (6)... (22) 


fe a De 
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the original function it leads to 


(4x, m, (t,) Ako me (ty) DAO Dq = fa vd p’ Ak, m (v’ = Doo ty s\n b’ t,) g 
ah? i‘ -z a : (27) 
e aE 


62 


3 xen 
* Bia ma (t’ + Dog te + 0’ ty)... (2b?) < 


b) Expectation values of quantities qx 


The expectation values are to be determined also from (5). The time 
dependence of the operators may be obtained now directly from equation (9), 
although, of course, the use of (6) leads to the same result. Making use also 
of (10), we have 


tc? 


A 


4 
Gx (t) = q, Cos Ot + 


Pp, sin @,t. 
k 


Introducing now o,/4c?h = a, the product in question is given by 


pe ee 
(a+ Qk (te) Ik (4) Og = | * fer, e CG : be : 


9° 


q;, cos ®t, + P,.S8in @, ty] - 


Dy (29) 


Asc? ; 
* 19, COS; ty +- ie’ sin @, t, 
k 


=@ — —idj,Aog) 
-@ c. 


where q, and p, are obviously the operators satisfying the commutation rela- 
tionship. Thus between operators the following relation holds 


F (4) Pe = Pr f(qy) + ih LW, (30) 
0g; 


With the use of equation (30) expression (29) may be written as 


Asc? 


(+d 4) $e (eddy = |/ fa vert 


Px Sin @, ty + 
k 


= Dix A, sin Wy, ty 


—Twxt, Ane? : * — CGk; 
a e + ee Px Sin ©, t, + 6; Ag sin @, t,| e “™, eu 
k 


Let us divide the integral into two parts: the first term will contain the pro- 
duct of the constant factors and it will be immediately integrated, the second 


Rh ectidinee 
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part will contain all remaining factors with the exception of terms containing 
Ojks which will be neglected. This approximation is obviously allowed, seeing 
that the value of the second term is to be taken into consideration only if 
‘summed up with respect to k, and then the contribution of terms containing 
factor 6;, is indeed negligible. Accordingly : 


{.+ 5 (ta) 9 (4) >g = Rett iat he = 


= 06. A" sin @,t, sin W,t sin w,t - 2 fa 
k k owe Fite vere 
J 0 1 k "2 kn lox qk (32) 


—lopt, v : Sane 
*1d,e ——— bn @), i, e*, 
a 


—iwyt, ee ce) 


k 04). 


where n is the number of factors and —ihd/dq, has been substituted for p,. 
Now we have to find for the expression involved in the integrand a form to be 
treated more easily. Therefore we introdace F,,_1(q,)e ““*, representing the 
function derived from e “%t having been subjected to the action of the opera- 
tors in the (mn — 1) successive brackets. Thus a recurrence formula for F,,(q;) 
is obtained : 


Pee de asc (33) 


<n _—ioxt se 
F (4x) e = 19x & ta ee Ox ty 
a Ik 


Upon performing the required operations, with some simplification we have 


8 Fa (I) : (34) 


ae Pe 
F(x) = %& ei F,-1 (%&) — — sin ®, t, 
a 04, 


Thus the integrand of (32) is obtained stepwise, function F’,(q,), however, 

may he derived by direct methods too. Let us define the following function 
be it a ee — 9 

(755) = \ 0, if s< 2 (r—'1), rs<0, (35) 
elmts 1d (r,s — 1) + [s — 2(r — 1)] sino, t,,,4 (r — 1,s — 1). 


Using then recurrence formula (34) it is found by induction* that 


n—A, 
2 , \l 
F,(q) =" S i =| gi *d(l.n—1), (36) 
1=0 a 
where 
pet Os att n= even, (37) 
e Je if n= odd. 


*See Appendix III. 
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Making use of the relation (36) the second term of (32) is given as : 
n—A,y : 

ay S i) n—2l (38). 

< a= | Som = ee d(l,n — 1) | da. at epee ; 


Upon integrating and setting n = 2n’ 


4k (tn) + + Qe (te) Ik (4) >q = Fin AG IT sino, t, + 
Ist 
(39) 


S (iy 2 ON goat, d (1, 2n'—1). 
ee 92(n!— D(n’— 1)! 


§ 3 Classical consideration of expectation values 


According to classical considerations expectation values have to be 
calculated because of the uncertainty in the initial position. in the velocity 
of the electrons and in field amplitudes, due only to the properties of the 
technical apparatus. Accordingly : 


Do = Yoo + 0's (40) 


im, (41) 


; , 42: : 
q;. (t) = q;, cos ©, t + p,, -sin@,t + 0;, Agsin @, t. (42) 


meni 


In (41) it was taken into account that the origin of the coordinate system was 
chosen at the entrance point of electrons into the cavity. In (42) qj and Pj 
represent the fluctuation of the excited mode, whereas the other gj, pj 
account for the modes which, although not excited, would oscillate statistic- 
ally, due for instance, to temperature radiation. The corresponding density 
functions may be expressed approximately by applying the Gauss law of 
distribution : 


0, (OD eo ere 5 p= mv’, (43) 


ON evs th (44) 
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nee eee 

| 2 nr (45) 
q d eee 

Qa (Px) = ae bye (46) 


where 6/2 is the fluctuation in the components of y’ and f/2 is the product 
of the fluctuations in the identical components of r’ and p’, that is 


Axi Api = 2; prasctgahe, a (47) 


Similarly, ‘d/2 represents the fluctuation in q;, and 


Agi Ap. =. (48) 


Quantities b, f,d,g are determined by the accuracy of the apparatus 
applied, the fluctuation in temperature, the temperature radiation etc. Even if 
all these may be concidered to be ideal, quantum mechanics will also be involved 
in classical considerations, since in this case according to the Heisenberg 
uncertainty relation f = A and the zero point energy being taken into account 
we have d? = 4ac*h/o, and g = ih. It will be shown that classical expectation 
values for this ideal case are equal to those obtained by quantum mechanical 
methods. 


a) Expectation value of quantities a,,, 


The initial velocity is assumed to be high as compared to the modulation 
produced by the field, thus it can be written 


t (t) {1 + Dot = 0’ + Vogt + v’t, (49) 


where we applied also relations (40) and (41). Making use of approximation (49) 
and introducing density functions (43), (44), we have 


Cdk, Tin (t,) Op. ins (t,) aie a> = sf d? vr’ d3 p’ Ak, m, (é" 4 Doo 44 = Ba! t,) ° 
(50) 


1”? p/2b? 
= = 3 — 
6? b ie 
——e ———e 
773/2h3 mai? f8 


* Oreme (© + Doo fg + b’ t) one 


and this is equal to the quantum mechanical expectation value as defined by 


(27) if f= A. 
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; 

If the product contains also bg or ps, then these quantitites have to be 
taken into consideration in the integrand by means of relation (40) and accord- 
ing to the remark following expression (16) the value thus obtained will also be 


equal to the quantum mechanical result. 


b) Expectation values of quantities q, 


Considering the relation (42) as well as density functions (45), (46), the 
classical expectation value is given by the integral 


C4 (ts) Ve (ta) » © + Ve (tn) >e = Jf 49% EP; TT |x COS Oy by + 
f=1 


(51) 
GE ped? 
4c? . i} lar aided Sa 
+ py sin @,,t, + 0 jx Ay sin ot) a. -~e °* 
1/2 q 1/2 
O, 4 er" § 


Dividing now again the integral into two parts as in (31) we integrate the first 
term and introduce 
, Or, , Or, d 
pice PL dl a eat enor (52) 
Azc? Anc* g 


The expectation value is then given as 


<i (tr) Ue (ba) - = = Me (ta) Pc = K- - er HC. = 
aie 


—— n 4 S 1 ; , ~ a é ‘ , 2p72 
= Oy: AUTH sin entrees \ athe eae a 


It 


n 


The product may be written in a simpler form by defining the following func- 
tion as 


| er 3 rists= (3 
D(r js) =" ire en. Tyo = (54) 
| cos @, t,,,D (r — 1, s) + sin, t,,,D (r,s — 1). 


By induction it can now be readily proved that* 


IT (4; cos wt; + Pisin o,f) SD go P Din—1 0. (55) 
jet 


1=0 


*See Appendix IV. 
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or —e — 


By substituting (55) into integral (53) and integrating with respect to Pj, 
and qx introducing n = 2n’ we obtain 


n 
Ik (ty) Mi (te) © - - Ue (tn) 9c = Oj, ABT sino, t; + 
Tou 


(56) 
n@&_ 1 (2)! — [2@’—D)! 
+A,d > (ed)? g2ly)  92xn/—1) (n’—1)! D (2 (n'— 1) 21). 


In case d? = 4c*i/o, = 1/a and g = hi we have ed = 1 and then (56) leads 
to the same result as that obtained in the quantum mechanical case (39), apart 
from the sums which are similar in nature. 


§ 4 Expectation value of the velocity of electrons passing through a rectangular 
cavity resonator 


Before starting with the effective calculations we write an approximation 
formula which may be applied for small fluctuations : 


Bum (t’ + Vogt + 0’ t) ~ a (Dp t) + (v’ + bd’ t) grad a, + 


3? Bem 


1 
+ — (0 + b’t)? Aa, + (0 + 0’ t) (v’ + 0’ 1), ——= + (57) 
2 Ox Oy 
7a 0? Gum 
+ (r’ + b’t), (r’ 1) = + (r’ + b’t), (r’ + b’2), - 2 
oe Oy Oz 


Here we used Taylor series expansion and terms of higher order were neglected. 

In the following modes TE,, ;, will be considered in a rectangular cavity 
resonator. Then, as is known, the vector potential has only component x 
which does not depend on coordinate x. 


2 (t5 8) = [A (y, 2,4), 0, 0] : (58) 
The initial velocity is given by 
D9 = [Xo Yo Zo]. (59) 


The reflected derivative tensor is 


Dae 0a | 
ee 0, | (69) 
or oy 

3A 


Fig. 1 


7 


By substituting (61) and (62) into (3) and expressing each component, we have 


x=%X%,— aA, 


t i 
0A 0A 
y=y7 an dt —a*| dt,—_—.A, 
¥=No+ we | 1 5 i 1 ay (63) 
0 0 


tie fa fa 8 shee’ is | 


In the following only electrons injected along the centre line of the cavity 


resonator — see Figure — having an initial velocity in the direction of axis z 
will be considered. Thus * 


by = [0, 0, 2,] = [0, 0, v9]. (64) 


> ~ 


The vector potential ee conditions es is then 


A (y, 2 t) = > Ue, ka () sin 
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al me a as "2 Ze (65) 


ite): kh, koe 2... (66) 


2 — 
Wk, ke eo 


_ It is assumed that only mode k, = ky, = 1 is excited. Substituting now (65) 
into equations (63) and considering also (64), the expectation values to be deter- 
- mined are 


. eek |. * os 
(X) = ; We kx, ke (t)> («i LY 


2a? x 2k, x LC 
Se ee dt k 2 ‘ t Si bo ay See sa 
<y> VL { 1 > 1 Wigs k ( »>¢ m , ly 
0 


ky, ky 2 


sin? “22 :) Nie (67k 


t 
Z hdl 9 hy % Laks x 
«2 ~ <Y%> ae VL J dt, = ky (Ta, ke (t,)> (sine bess ‘i sin eae ‘). 
0 


According to the relation defined by (56) 
Ge, ka (1)> = Oi. O21 Ao Sin Oy E, (68) 


dad? ' 
Gi, ke (ty) > = Sig Ok. Ag sin” w,, t, + 55 Joos Wr, keg ty + sin? Ox, ky | . (69) 


me 
(ed)? 


Using now the approximation (57) permitted by the relation (50), we write 


yn w? 
(sin : Ly 4 sin 5 :) a aut Voo {1 — i 6? |. (70) 
Poe ee JE 
(sin = ssa sin? - 7 :) = 0, (71) 


/ 2k 
on uit y S sin en :) = sin bd 
L | 


+ 7 a (6) [(— OM 2 arf 


Vo04 | Any +1 — 


(72) 


where terms of fourth order have been neglected and where the expression 


F(t) = | + Sasi (73) 


5 Acta Physica X/3, 
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was introduced. Substituting partial results (68)—(72) into (67) leads to 


2 
>= — re sin @,,t sin a root _ <u g o]. 
c 
0 : 
2 42 2 : 
{32> = Upp — =— | dt, sin? w,, t, sin o Voo ty + (74) 
0 
6a? Az wi, : _ 27 
—— | Oi, 6" (E,) sin? ©, 1, S10 =—- 6, — 
ie VLe | 1 0 (t,) n4 zy 08 
0 
t 
ina & a | dt, ost Mri ake aT sis 
Keay Ke F 
+ sin? W;..,k2 ” sin bein AB Voo E, - 
(ed)? L 


It can be seen that the expectation values of velocity components involve 
some correction terms, they cannot be attributed, however, to quantum mecha- 
nical considerations, in fact they are due to fluctuations in the Yuantities 
characteristic for the motion of electrons and for the field amplitude ; terms 
containing function 62(t) represent the fluctuation in electron velocities and 
the sum that of the field amplitude. Concerning our case quantum mechanics 
expresses only that these correction terms cannot be eliminated by any techni- 
cal development, for there will be always the Heisenberg uncertainty and the 
zero point fluctuation. Assuming an ideal technical apparatus and absolute 
temperature of 0°, equations (74) will give 


by _ 2a A x @w? 
Cit rae ° sin @,,tsin- 1— —+* 62 (#)], 
VV tf c 
(Y= 0, (75) 
t 
; 22a? A? 22 
(25 = pv =e A | ae sin2 w,, t, sin ——0,, t 
y 00 18 14s 00 + 
Via: 1G 
0 
62a? A2 w2 27 
4 | dt, OF (t,) sin? ,, t; sin — vp) t, + 
V Le : £E 
0 
uk 
sin? —2— yy t 
i 42a? Dy “4 if 
() 
kis ig 
Tu eee ae vie ki + kg ‘ 
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ao=(S+[8 cw 


A similar treatment may be used for the calculation of the mean square 
deviation in electron velocity. 


Conclusion 


Electron velocity was determined by taking into account the whole 
Lorentz force in terms of the vector potential by means of series expansion. 
Expectation value and mean square deviation of electron velocity were cal- 
culated for coherent electromagnetic field by using quantum mechanical as well 
as classical considerations. It is shown that both methods lead to the same 
results. The expectation value was in fact computed for a given case and 
correction terms were found which up till now were interpreted on the basis of 
quantum mechanics [7]. From our calculations, however, it becomes apparent 
that these correction terms are to be attributed primarily to classical fluctu- 
ations and quantum theory gives only the limiting value for the ideal case. 
At the same time it can be seen from the formulas that the classical and the 
quantum mechanical effects cannot be considered separately, unless the former 
are completely eliminated. 

Finally it is shown that interaction between free electrons and coherent 
electromagnetic field is of a classical nature as to the motion of electrons and a 
method is proposed for the treatment of similar problems. 

I have to thank Dr. T. Horrmann, Head of the Department of Electro- 
magnetic Waves for valuable discussion and for reading of the manuscript. 


Appendix I 


It is shown that equation (3) satisfies (2) as well as the initial condition 


oo 


p= dy — a + J (2A)" (dy — a2), (1.1) 


from this it can be readily seen that » (0) = vo for Wf (t = 0) = 0, since 
A(0) = 0. Let us now determine the derivative of the n-th term of the sum 


t t, tri 


a at ar n aA n— 
ae, far, 2 | a 2 SA fa, ae (peseert) = a? —— A"-1(p 9—aQ). (1.2) 
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By means of (1.2) we may obtain the derivative of (I.1) with respect to time, as i 
5 


oF S (a4) (ty — (1.3) 


ee 


which is the expression we had to prove. 


‘ 


Appendix II 


In order to determine uncertainty 4g, the zero point energy of the field 
will be calculated and according to quantum electrodynamics it has to be 
equal to X'A @,/2. Considering that operators q, and p, act only on their 
corresponding wave functions : 


aris dee 
ghhe 900s. ddan tert aaa 


ever abe “gt 
A:x)* 
Hoy =D | [2 (4qy)*] Pe 09" /aact pe + <o 


ec? 


According to the commutation relationship, corresponding operators may be 
found as follows 


) 
Ge Uo Pr — th — (II.2) 
dq, 


Making use of these operators, upon differentiation (II.1) becomes 
1 


“3 z 2A2 mc? fi2 as gis 
<H)>,= > [22(4q,)? f if kee Ue 9 2(49x)* J : 
074 =< x" Vie ee 2(Aq,)! + (44, e qk 
(II.3) 


Now, if upon integration the result is set equal to zero point energy, we find 


wo? i al 1 05, 
K (Aq,)? + sae 
82c 2 (4q;,) 2 


(II.4) 


and from this the uncertainty multiplied by a factor of 2 is given as 


2(Aq,)? = Ane h 


(1.5) 


Or, 


‘ Fa i ot aes 


Bee Assuming that it is true for n, then it may be shown by means of recur- 
pion formula (34) that it holds also for (n + a} 


reds 
ae on So 

aa | (nm — 21) qf-2-1d (Ln — 

aq, SAE “J (n ) qk (in ty Ptenit.2) 


_ Upon substitution into (34) we have 


Fra (Qe P= etre > > Z| (n — 21) qht+1—2 eimetnsid (In — 1)4+ 


Pa YS ON Se eee 


we (III.3) 
. t ¢ 
a + (- are — 21) q"-?'-1 sin w, t,,, 4 (l,n — »} : 
: Substituting now into the second term of the sum I’ = | + 1 we write 
sds 
2 et 
Fea (qn) = ee > E a (m — 21) qptt+2! ime tnnad (In — 1) + 
i=0 a 
snd (III.4) 
=e Rar 
+S [fate 20 — Dy sinogtyad l — 1m). 
v=1 a 


The sum may also include term l'=0, since d(—1,n — 1) = 0. Instead of 
[(n — A,,/2] + 1 we may write (n + 1 —4A,,1)/2, because if n is odd, then 
[(n —1)/2] +1 =(n+1)/2; if n = 2n’ the (n’ + 1)-th term is missing 
according to the new upper limit, it is, however, equal to zero, as [2n’ —2(n’ + 
+ 1—1)]=0. In the first sum we may also write (n + | — A, ,1)/2 instead 
of (n —A,)/2, since if nis even, then (n + 1—1)/2=n/2 and if n = 2n’ + 1, then 
a new (n’ + 1)-th term occurs, but this also is equal to zero, becaase 2n’ 

= 2(n’ + 1—1), that is (n — 1) = 2(1 — 1) and thus function d is equal to zero 


by definition. 


Bs Ps OR W=% Aad (110.1) 


Date | 


i aA pe 
epee a Fc 
or" = 


Appendix: INis 


me By. induction ween dlliaow prove that Rustiae (55) is ‘true. The f or ae 7 
obviously applies if n = 1. Assuming that it is true — n too, it ar be she wn 
to be valid also for in + 1): 


ta 


™ (4; cos @, t; ao Pe sin @, t;) = Qk COS Oy tay y + 
[= 
ka 4 tn 41) s qc Pi D(n—1)I) = 


=a =>) {get P cos. my ingy D(n —IL)) e ‘ (vy 
+4. -'P,+* sin @, t,4,D (a — 1,1) = 


= - qe Pi cos a, 8, Din = LOS 
n+1 
+ OS a8 PY sin @, thy, D(n + 1—V,0 —1). 
1 


Also the term I’ = 0 may be added to the sum seeing that D (n + 1, —1) =03 
likewise 1 = n + 1 may be added since also D(—1, n + 1) = 0. Introducing 
again I’ — | and by definition given in (54) we have q 


n+1 


P» (9, cos w, t, + Pisin, t) = py qc PY D(n+1—-1)), (IV.2) 


g.oe: di 
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B3AMMOJEMCTBHE SJIEKTPOHOB C KOTEPEHTHbIM TIOJIEM 
B. POrAPALIM 


PeswMe 


UccneayetcaA B3aHMOeHCTBHe IJIEKTPOHOB C KOFepeHTHBIMH T. €. OOs1aalouumMu ompe- 
WeeHHO asoii, nomAmMu. OmpeyemeHo cpefHee 3HaYeHHe O)KHAaeMOM CKOPOCTH MU cpeqHAA 
KBafpaTHYHaA OWIHOKa CKOPOCTH 31eKTPOHOB — B Gosee OOUIEM BUA, EM 3TO CAENAHO MPOK- 
HHMU aBTOpamu. McuncneHua caenaHbl Ha 0a3e KBaHTOBOM UM KJlaCCH¥eCKOH TeOpHH H M0Ka- 
3aHO, YTO OHH AalOT OMMHAKOBbIe PesyAbTAaTbI. ITO 3HAYHT, YTO KOrepeHTHOe MOMe He YYUTHI- 
Bax ®slyKTyalMu Hy1eBOH TOUKH, BefeT CeOA KNACCHYeCKM OTHOCHTEIbHO CBOOOJHBIX IJICKT- 
POHOB. 


ee ee 
ie ore ah la 
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ZU DEM PROBLEM DER ELEMENTARLADUNG 
UND DER MESONENMASSEN 


Von 


Tuo. NEUGEBAUER 
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 


é (Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 7. IV. 1959) 


An Hand des Modells einer Ladungskugel, die ausschliesslich Elektronen enthalt, und 
durch Variieten des Wertes der Elemertarladung wird gezeigt, dass der tatsiichlich be- 
obachtete Wert dieser Naturkonstante energetisch am giinstigsten ist. Diese Tatsache kann in 
einer gewissen Hinsicht als erste Andeutung einer Theorie der Elementarladung aufgefasst 
werden. Weiter wird gezeigt, dass die geladenen Teilchen desto weniger »Raum« beanspruchen, 
eine je gréssere Masse sie besitzen, was eine beziiglich der Massen verschmierte Theorie des 
Mesonenzerfalls liefert. Macht man das betrachtete Elektronengas ladungskompensiert und 
raumlich unendlich ausgedehnt, so erhdlt man ein ganz schematisiertes Metallmodell. Umge- 
kehrt liefert ein teilweise ladungskompensiertes Protonengas ein Modell der Kernfliissigkeit, 
und die Beriicksichtigung der neuen Messungen von HorsTapTER fiihren zu dem Ergebnis, 
dass man dabei weitgehend ohne Annahme von speziellen (und unbekannten) Kernkraften 
auskommen kann. 


Einleitung 


Die Frage der Elementarladung scheint ein relativ einfacheres Problem 
zu sein, weil diese abgesehen von ihrem Vorzeichen nur einen einzigen Wert 
annehmen kann. Oder anders ausgedriickt k6nnen — wenigstens nach unserem 
heutigen Wissen—Elementarteilchen nur die Ladung Null oder --e besitzen, was 
ja umso bemerkenswerter ist, weil sie dabei noch um Gréssenordnungen 
verschiedene Massen haben kénnen. Selbstverstandlich wiirde man erwarten, 
dass die prazise Lésung dieses Problems in der Richtung zu suchen ware, dass 
man eine ganz strenge Theorie des elektromagnetischen Feldes findet, die nur 
solche Singularitaten zulasst, welche der Elementarladung entsprechen. Vorder- 
hand ist jedoch noch wenig Aussicht, dass es tatsachlich bald gelingen wird, 
eine solche Feldtheorie zu finden. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deshalb in 
erster Linie, dieses Problem in dem Sinne seiner Liésung etwas naher zu 
bringen, dass wir zeigen, dass der in der Natur tatsachlich auftretende Wert 


dieser Konstante theoretisch eine ausgezeichnete Rolle spielt. 


§1 
Zu diesem Zwecke wollen wir das folgende Problem betrachten : 
Eine Kugel vom Halbmesser R soll nur Elektronen enthalten, deren Ladung 
dort nach der Wellenmechanik vollstaindig verschmiert (wie z. B. in einem 
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Metall) ist. Die Zahl der Elektronen in der Volumeneinheit bezeichnen wir mit n. 

Dann werden zwischen diesen Elektronen drei Arten von Kraften auftreten : 
1. Die gewéhnliche Coulombkraft. Die ihr entsprechende Energie (die 

selbstverstandlich positiv ist) erhalten wir aus der bekannten Formel 


E,= <oate n2 RS. (1) 


2. Die infolge der Fermi-Diracschen Statistik auftretende kinetische 
Energie unseres vollstandig entarteten Elektronengases, die wir kurz Fermi- 
energie nennen wollen. Fiir diese ebenfalls positive Energie der Volumeneinheit 
(der also eine Abstossungskraft entspricht) haben wir die bekannte Formel 
Ee 


Wp = n— 


aia (2) 


8a 


Fiir unsere ganze Ladungskugel betragt also diese Energie 


Ep 


_ sex . a. le aa (3) 

3 10 m \8x 

Ks sei nur noch bemerkt, dass in (2) und (3) m die Elektronenmasse und h 
die Plancksche Konstante bedeuten und dass in beiden Formeln die paar- 
weise antiparallele Einstellung der Spins schon beriicksichtigt ist. 

3. Die infolge der quantenmechanischen Austauschkraft (die eine Anzieh- 
ungskraft ist) auftretende negative Energie. Nach den Berechnungen von 
BeETHE [1] betragt diese pro Volumeneinheit 


3 2 


2 


1/3 


? (4) 


3n 
82 


also fiir unsere ganze Ladungskugel 


3 1/3 
Big 4 R? x a 3 2 a 
82 | 


3 2 


(5) 


Die paarweise antiparallele Orientierung der Spins ist in (4) und (5) 
ebenfalls schon beriicksichtigt. 

Weitere Energieglieder wiirde noch die Beriicksichtigung der magneti- 
schen Wechselwirkungen der Spin- und Bahnmomente liefern, doch sind diese, 
wenigstens im Falle von Elektronen (wie bekannt) sehr klein, Ausserdem ist 
jedoch auch noch zu beachten, dass jedes Elektron infolge der elektrostatischen 


<< 
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Abstossung, die es auf die anderen Elektronen ausibt, in seiner Nahe die 
Dichte verringert und dass auf diesem Wege eine Polarisationsenergie resul- 
tiert, die ja immer negativ ist [2]. Dieser Energieanteil ist zwar nicht so unbe- 
deutend wie die erwahnten magnetischen Energien, doch kénnen wir ihn in 
erster Naherung vernachlassigen. Diese Polarisationsenergie nennt man in der 
Theorie der metallischen Bindung Korrelationsenergie. 

Also bleiben uns die drei Energieglieder (1), (3) und (5), von denen (1) 
und (3) Abstossungskrafte und (5) eine Anziehungskraft bedeutet, und rein 
mathematisch betrachtet miisste es eine gewisse Zahl von Elektronen geben, 
die (wenn sie von aussen ganz unbeeinflusst bleiben) infolge der erwahnten drei 
Krafte sich gegenseitig gerade noch in einer Ladungskugel zusammenhalten 
kénnten. (Auf die physikalische Unméglichkeit dieser Erscheinung kommen 
wir noch zuriick.) In diesem Falle muss die Summe unserer drei Energieglieder 


gerade gleich Null sein. Also 


3 2 / 2/3 
E= ew L a n ae =| = 


3! 10 m \8a 


(6) 
ee 


4R2x 3 ,{3n 
ne 
3 2; OIG 


Zur Vereinfachung dividieren wir zuerst diese Gleichung durch das 


Volumen der Kugel, also durch 4R°z/3 und durch n, dann folgt 


1/3 


Peel =; (7) 


10 m 


3n 
8a 


2/3 
pat ntnRey bales 


wal oa 


Das ist eine Gleichung, die einen Zusammenhang zwischen n und R 
liefert. Da jedoch in (7) auch gebrochene Potenzen von n stehen, so ist es 
zweckmAssiger statt n die Entfernung der Elektronen bzw. die Kantenlange 
eines Elementarwiirfels einzufiihren. Nehmen wir also an, dass die Verteilung 
der Elektronen in unserer Ladungskugel einer kubisch dichtesten Kugel- 
packung entspricht, und bezeichnen wir die erwahnte Kantenlange des Elemen- 
tarwiirfels mit 6. Dann haben wir bekannterweise n = 4/63. Setzen wir diesen 
Wert fiir n in (7) ein, so folgt 

16 1 a ie 


DD a o 
x 5 - os | 10 m 


1/3 ] 
6 


3 \2/38 1 oF 3 
e 
na (be 2 20 


Multiplizieren wir noch diese Gleichung mit 6°, so folgt 


eae | 3 \"" net R= 0, (9) 
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also eine einfache quadratische Gleichung, die auf elementarem Wege lésba 
ist. Wir erhalten fiir 6 als Funktion von R 


' 
i 


3 ie /e* (2 y"hs rede: lees Pepe 

10 m \2x 10 m \2x 2 Te : ‘ 

6(R) = 5 3 8 (10) 
2 — e* a { 

2 20 

oder, wenn wir in (10) die numerischen Werte fiir h, m und e einsetzen, ; 
8,8312 - 10-8 + //(8,8312 - 10-*)? + 250,86 R? _ (11) 


ee 5,4088 


Fir (9) erhalten wir analog 
2,7044 - 10—19 6? — 8,8312 - 10-7” 6 — 2,3190 - 10718 R? = 0. (12) 


Ist R > 10-8 cm, so kénnen wir in (11) das erste Glied unter der Quadrat- 
wurzel neben dem zweiten vernachlassigen und erhalten auf diesem Wege das 


einfache Resultat 
6 = 2.9282 R. (13) 


Dasselbe Ergebnis wirden wir auch aus (12) erhalten, wenn wir das 
mittlere Glied streichen. 

Aus (13) kénnen wir weiter R als Funktion von 6 ausdriicken und daraus 
den Inhalt unserer Ladungskugel als Funkiion von 6 berechnen. Wir erhalten 


3 
bie — ~ 0,166824 8, (14) 


Da weiter, wie wir das schon erwahnt haben, nach unserer Annahme im 
Elementarwiirfel vom Volumen 63 vier Elektronen enthalten sind, so befinden 
sich in unserer ganzen Ladungskugel 


N = 4 - 0,166824 = 0,667296 (15) 


Elektronenladungen. Es sei nur noch bemerkt, dass unser Resultat von der 
Annahme, dass es sich um eine dichteste Kugelpackung der Elektronen (kubisch 
flachenzentriertes Gitter) handelt, ganz unabhangig ist. Wenn wir namlich 
z. B. annehmen wiirden, dass die Elektronen ein (tempordres) raumzentriertes 
oder ein einfach kubisches Gitter bilden, wobei dann in der Elementarzelle 
der Kantenlange 6 zwei baw. ein Elektron enthalten ware und zu den obigen 
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analoge Rechnungen durchfihren, so erhalten wir wieder genau das numerische 
Ergebnis (15). 

- Unsere Berechnung fiihrt also zu dem scheinbar paradoxen Ergebnis, 
dass in der betrachteten Ladungskugel nicht ganz ein Elektron enthalten ist. 
Die physikalische Natar der Austauschkrafte erklart jedoch gleich diesen 
scheinbaren Widerspruch. Infolge der Fermi-Diracschen Statistik meiden sich 
namlich die Elektronen von para'lelem Spin. Die elektrostatische Energie (die 
positiv ist) wird dadurch tatsachlich etwas geringer, als man das aus der 
Annahme der gleichmassig verschmierten Ladungen berechnet. Der Unter- 
schied erscheint uns also als eine negative Energie (Anziehungskraft) und das 
ist die quantenmechanische Austauschkraft. Es ist also aus diesem Gedanken- 
gange klar} dass diese nie auch nur zwei Elektronen gegeniber ihrer Coulomb- 
abstossung zusammenhalten kénnte. Ganz anders waren selbstverstandlich 
die Verhaltnisse, wenn unser Elektronengas ladungskompensiert ware, auf 
dieses Problem kommen wir noch zuriick. 

Jedenfalls riihrt es von der Ungenauigkeit der statistischen Methode her, 
dass wir in (15) nicht genau das Resultat eins, sondern 0,667 erhalten haben. 
Wenn wir jedoch unter der Annahme rechnen, dass in unserer Ladungsk ugel 
alle Spins parallel orientiert sind (und das kénnen wir ja nach dem erhaltenen 
Resultate tun), so multipliziert sich (5) mit dem Faktor 21/3 und statt (15) 


folgt dann 
N = 0,94369, (16) 


also tatsachlich fast genau eine Elektronenladung. 

Eigentlich hatten wir in unserem Gedankengange noch den Umstand 
beriicksichtigen sollen, dass zwar die aus (8) berechnete Ladungskugel sich 
gerade selbst zusammenhalten kann, jedoch noch unter Energieabgabe in 
kleinere Kugeln zerfallen kénnte, deren Grésse man aus den Gleichungen 


eed en (17) 
dé dR 


erhalten wiirde. Nach dem vorher erhaltenen Resultat ist jedoch diese Frage 
ganz uninteressant. 

Gegen unsere Berechnungen kénnte man emnwenden, dass, da wir das 
Resultat erhalten haben, dass in unserer Ladungskugel nur ein Elektron ent- 
halten sein kann, die Energieglieder (1), (3) und (5) ihren physikalischen Sinn 
verlieren, da ja diese alle Wechselwirkungen von Elektronen darstellen. Das ist 
jedenfalls richtig, doch sind hier die folgenden Umstande zu beachten : 
Erstens war ja eben der eine Zweck unserer Berechnungen zu zeigen, dass auf 
diesem Wege nicht mehrere Elektronen eine Ladungskugel zusammenhalten 
kénnten. Zweitens ist un der Natur tatsachlich ein Fall verwirklicht, in dem 
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7 
4 


diese erwahnten Energieglieder ihren physikalischen Sinn behalten. In der 
Wicner—Seitzschen Theorie [3] der Alkaligitter wird namlich jedes 


positive Ion mit einer Kugelflache oder bei genaueren Rechnungen mit einem — 


von Wirfelflachen abgestumpften Oktaeder umgeben, und solch eine Kugel 


& 


enthalt dann genau die Ladung eines Elektrons. Die Leitungselektronen sind | 
jedoch in einem Metallgitter in der ersten Naherung vollstandig verschmiert, zu _ 
der in einer Kugel enthaltenen Ladung tragen also alle Metallelektronen bei, 


und deshalb behalten in diesem Falle unsere Energieausdriicke ihren Sinn. | 


§ 2 

Jetzt wollen wir die Frage beantworten, ob man unser Resultat (15) 
bzw. (16) nicht wenigstens als Andeutung einer Theorie der Elementarladung 
auffassen kénnte. So einfach ist das jedoch nicht, denn wenn wir (10) und (11) 
miteinander vergleichen, so sehen wir, dass solange R > 10-8 cm ist — man 
also das erste Glied unter der Quadratwurzel gegeniiber dem zweiten vernach- 
lassigen kann — die Elektronenladung e aus unserer Formel herausfallt. Wenn 
wir also deren Grésse variieren, so erhalten wir ganz unabhangig davon wieder 
die numerischen Resultate (15) oder (16). 

Wahlen wir R kleiner als 10-8 cm, so sehen wir aus (11), dass dann unsere 
Ladungskugel nicht mehr ein Elektron enthalten kann, die Ladung fliesst aus 
der zu kleinen Kugel heraus. (Bei Protonen wiirde der Grenzradius, wie das 
ebenfalls aus einem Vergleich von (10) und (11) folgt, etwa 10-" cm sein.) 

Nehmen wir jetzt als Gedankenexperiment an, dass die Elektronenladung 
um eine Gréssenordnung erhéht wird ; die Gréssenordnung des aus (10) baw. 
(11) berechneten Grenzradius betragt dann 101° cm. Bei der Verringerung der 
Elementarladung um eine Gréssenordnung wird er dagegen 10-6 cm. Anderer- 
seits ist es ja selbstverstandlich, dass eine Vergrésserung der Elementarladung 
energetisch ungiinstig ist, weil, was fiir eine Hypothese man auch immer 
beziiglich der Elementarladung einfihrt, so ist es klar dass die Energie ihres 
Feldes infolge der Formel 


w= a G2 4ar? dr, (18) 
8a 


wo & = e/r? ist, zu e® proportional sein muss. Eine zu kleine Elementarladung 
wiirde dagegen eben nach unserer Berechnung zu stark auseinanderfliessen (die 
berechnete Ladungskugel ware grésser als die atomaren Dimensionen, die bei 
der Entstehung der Atome, Molekiile und festen Materie frei werdende Energie 
also kleiner) und daraus folgt,dass der in der Natur tatsachlich auftretende 
numerische Wert dieser Konstante energetisch am gunstigsten ist. In diesem 
Sinne kénnen wir also tatsachlich unsere Berechnungen als eine recht grobe 
Theorie der Elementarladung auffassen. 
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§3 


ie” Variieren wir jetzt bei festgehaltener Ladung die Massen unserer 
_Elementarteilchen, so folgt wieder aus (10) und (11) dass sich das fragliche 
Elementarteilchen in eine desto kleinere Ladungskugel »zusammendriicken« 
‘dasst, je grésser seine Masse ist. Wie wir schon erwahnt haben, betragt dieser 
Grenzradius fiir Protonen etwa 10-1! cm, wird fiir Mesonen etwas grésser und 
fiir Hyperonen noch kleiner. Diese Tatsache scheint die Erfahrung zu erklaren, 
dass bei energiereichen Kernprozessen zuerst schwere Mesonen oder sogar 
Hyperonen entstehen, da ja nur fiir sie geniigend »Platz« vorhanden ist und 
diese dann‘stufenweise in leichtere Teilchen (von grésserem Volumen) zerfallen. 
Selbstverstandlich bezieht sich das alles nur auf Fermionen. 

Dieser Gedankengang kénnte ebenfalls als erster Versuch einer Theorie 
der Mesonenmassen aufgefasst werden, der jedoch fiir diese Massen noch keine 
diskreten Werte liefert, sondern die nur tiber den ganzen Zerfallsprozess 
»verschmiert« angibt. 


- § 4 


Jetzt wollen wir noch das Problem des ladungskompensierten Elek- 
tronengases besprechen. Wir betten also so viele positive Ladungen in unser 
Elektronengas ein, dass diese die negativen Ladungen gerade kompensieren. 
In erster Naherung kénnen wir dann das Coulombsche Glied weglassen und 
demzufolge (da nunmehr keine Krafte grosser Reichweite auftreten) ist es gar- 
nicht mehr notwendig unsere Ladungswolke als raumlich begrenzt anzunehmen. 
Da weiter auch schon Protonen eine rund zweitausendmal gréssere Masse als 
Elektronen besitzen, so kann man die Tatsache, dass auch die positiven Ladun- 
gen (Ionen) der Fermistatistik unterworfen sein kénnen, vollstandig ausser acht 
lassen. Wir erhalten also statt (7) 


2 | 2/3 1/3 
08 h? ( 3n 3 2 3n (19) 
10 m \ 8x 2 82 
Setzen wir hier wieder n = 4/63 ein, so folgt 

Wee tek goer (S| 0) 

10 m By ee 2 “lan 6 

und fiir das Energieminimum 

dk’ 6 Fb : 1 Aig 2 cae bm 8 (21) 

dd ——ss«d2Osam «‘\2u} 8 Qn} 3 
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Die numerische Berechnung der in (21) auftretenden Koeffizienten liefert 
1 i: 
17,6624 - 10-?” a 2,7044 - 10719 Sey 0 (22 


und daraus folgt 
6 = 6,53 - 10-8 cm. _ (23) 


Das ist eigentlich das am meisten schematisierte Metallmodell. Tatsach- 
lich erhalt man aus réntgenographischen Messungen, dass die Kantenlangen der 
Elementarzellen der Metallgitter von der Gréssenordnung (23) sind. Es ist 
noch interessant zu bemerken, dass, wenn wit in Gedanken die Elektronen- 
ladung um eine Gréssenordnung erhéhen, (23) um zwei Gréssenordnungen 
abnimmt. 

Es sei noch bemerkt, dass, wenn man unsere ladungskompensierte 
Elektronenwolke so locker (also warm) annimt, dass man auch auf die Elektro- 
nen die klassische Statistik anwenden kann, man das Modell der Kugelblitz- 
theorie des Verfassers [4] erhalt. 


§5 


Weiter kénnten wir fragen, wie die analogen Verh4ltnisse sein wer- 
den, wenn es sich nicht um Elektronen, sondern um Protonen handelt. Man 
kénnte zwar denken, dass solch eine Frage physikalisch sinnlos sei, weil man 
ja in einem Protonengas negative Ladungen, die ausserdem auch noch eine so 
grosse Masse besitzen, dass man bei ihnen die Einschrankungen der Statistik 
vernachlassigen kénnte, nicht einbetten kann. Beziiglich negativer Ionen ist 
das tatsichlich richtig, andererseits ist es jedoch bekannt, dass ein Neutron 
spontan in ein Proton, ein Elektron und ein Neutrino zerfallt, also kann irgend- 
wie (auf eine uns noch ganz unbekannte Weise) ein Proton ein Elektron so 
»absorbieren«, dass dabei das Elektron nicht weiter der Fermistatistik unter- 
worfen bleibt. Bezeichnen wir die Protonenmasse mit M, so haben wir also fir 
den besprochenen Fall statt (21) 


dE’ 6 RT 3 er] = Bed kins beth 
—_— = = e — 0 24, 
dé 10 M ae 68 2 270 o2 (20) 
und daraus folgt 
d= 3155). 10—Miem. (25) 


Man kénnte jetzt fragen, ob man dieses »ladungskompensierte Protonen- 
gas« nicht als ein Modell der Kernfliissigkeit auffassen kénnte. In der betrach- 
teten Form ist das jedoch noch nicht médglich, da ja die Entfernungen der 


; 
, 
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“Nukleonen im Atomkern von der Gréssenordnung 10-!%cem sind. Jedoch 


miissen wir im Zusammenhang mit dieser Frage folgendes beachten: In §1 


haben wir schon erwahnt, dass in einem Elektronengas die magnetischen Spin- 
e 
; 


und Bahnwechselwirkungen, die von der Gréssenordnung 
fieast 
4ame 
Ey~— (26) 


ind, neben der elektrestatischen und anderen Energieanteilen vernachlassigt 
werden kénnen. Tatsachlich sind bei leichteren Atomen diese magnetischen 
Energien um 3—4 Gréssenordnungen kleiner als die elektrostatische Energie. 


Im Atomkern miissen dagegen diese Verhaltnisse wesentlich verschieden sein. 


Wenden Wir also (26) jetzt auf das Innere der Atomkerne an. Statt der Elektro- 
nenmasse m miissen wir dann die Protonenmasse einsetzen, die ja rund zwei- 
tausendmal grésser ist. Im Nenner nimmt der Wert von 6 dagegen um fiinf 
Gréssenordnungen ab. Also wird der Wert von Ey um 9 Gréssenordnungen 
erhéht. Da im Atomkern die iibrigen Energieglieder ca. einemillionmal grésser 
als in der Elektronenhiille sind, so betragt die relative Zunahme der magne- 
tischen Energie (verglichen mit den in der Elektronenhiille auftretenden Verhalt- 
nissen) noch immer drei Gréssenordnungen. Es ist deshalb leicht denkbar, dass 
dieses Energieglied das Resultat (25) noch um zwei Gréssenordnungen verrin- 
gern kann. 

Versuchen wir diese bis jetzt vernachlassigte magnetische Energie in 
unseren Rechnungen zu bericksichtigen, so haben wir statt (20) und (24) 


1/2 pda 
E’ = 3 h? 3 2/3 i 3 ei | 5 | iI n2 eh 2 1 (27) 
10 M | 2a 02 2 27 6 AnMc} 0° 
und 
o 2 2/3 : 1/3 hr vent 
dE’ 6h | if pag 3 = +3 | e =? (28) 
dé 10 M \2a 63 2 27 6? 4nxMc} 064 


M bedeutet hier die Protonenmasse und n die Zahl der Kernmagnetonen des 


Protons bzw. des Neutrons. 
Berechnen wir jetzt 6 aus (28), so erhalten wir ungefahr 


}== 0,7 - 10° cm, (29) 


also jetzt einen viel zu kleinen Wert. Wir kénnen jedoch gleich erkennen, wie 
dieses Resultat entstanden ist. Wir haben namlich in unserer Berechnung 
stillschweigend angenommen, dass die magnetischen Momente der Nukleonen 
ideale mathematische Dipole sind. Ganz abgesehen von der physikalischen 


6 Acta Physica X/3. 
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Unwahrscheinlichkeit einer solchen Annahme liegen jetzt schon die Messungs- — 
ergebnisse von HorsTapTeR [5] vor, nach denen das magnetische Moment 
des Neutrons eine Ausdehnung von etwa 0,8-10~12cm hat. Bei einer Ent-— 
fernung der Nukleonen von dieser Gréssenordnung verliert also das letzte Glied © 
in (27) seine Giiltigkeit und fallt in mehrere Glieder von Typ der einfachen 
Coulombschen Wechselwirkung auseinander. Das gibt jedenfalls eine halb- 
quantitative Erklarung dafir, dass 6 tatsachlich nicht von der Gréssen- 
ordnung 10-16 sondern nur von 10—?* cm ist. Es sei nur noch bemerkt, dass 
wir den Umstand, dass wegen der grésseren Masse des Neutrons verglichen mit 
der des Protons nicht alle Nukleonen Neutronen sein kénnen und deshalb eine 
gewisse Coulombabstossung tibrigbleibt, ganz unberiicksichtigt gelassen haben. 
Nehmen wir auch noch diese Tatsache in Betracht, so geht unser Problem teil- 
weise in die der Ladungskugel iiber und bewirkt dadurch, dass es keine unend- 
lich ausgedehnte Kernflissigkeit, sondern nur endliche Atomkerne gibt. 

Zum Schluss sei nur noch ausdriicklich bemerkt, dass wir in diesem 
Kernmodell keinerlei willkirliche Kernkrafte (a-Mesonfeld usw.) eingefihrt 
haben. 


LITERATUR 


1. GEIGER—SCHEEL, Handbuch der Physik, 2. Aufl. Bd. XXIV/2. J. Springer, Berlin 1933. 
Artikel von A. SOMMERFELD u. H. BETHE. S. 485. 

. J. E. Mayer, Phys. Rev., 100, 1579, 1955. 

. E. WIGNER u. F. SE1tTz, Phys. Rev., 43, 804, 1933 und 46, 509, 1934 ; E. Wiener, Phys. Rev., 
46, 1002, 1934; F. Srrrz, The Modern Theory of Solids, McGraw-Hill Book Company, 
New York and London 1940. S. 348. 

4, To. NEUGEBAUER, Zeitschr. f. Phys., 106, 474, 1937 und Az Idéjaras, 41, 193, 1937. 

5. M. A. YEARIAN u. R. HorstaptTerR, Phys. Rev., 111, 934, 1958; R. HorstapTEeR, Zur 

Struktur der Nukleonen. Hauptreferat.am 23. Deutschen Physikertag in Essen, 1958. 


wh 


HECKOJIbBKO 3AMEYAHHMH O NPOBJIEME SJIEMEHTAPHOrO 3APAA HW MACC 
ME3SOHOB 


T. HAMTEBAY3P 


PeswmMe 


Ha OCHOBaHHM MbICNeHHOrO SKCMepHMeHTa C MPHBeYeHHeM THMOTesbI CyWeCTBOBaHUA 
apa 3apAOB, COMeprKallerO TOKO BIEKTPOHbI, H C MOMOLIM BapHallun 3HaYeHHA 971eMeH- 
TapHOro 3apaAa B padoTe AOKasbIBaeTCA, YTO AeliCTBUTEIbHO HadOAAeMoe B MpUpoTe sHaue- 
HH€ JaHHOH 9JI¢MeHTapHOH KOHCTAHTbI B 9HeEPreTHYeCKOM OTHOLWICHHH ABAAeTCA HaHOomee 
BHITOAHbIM. ITO OOCTOATEMbCTBO B OMPeACCHHOM CMBICH€ MOOKHO TOKOBATB Kak TlepBy 10 
CCbIIbKy Ha TeOPHiO 31eMeHTapHOrO 3apAqa. B mocweqywUMX YacTAX paOoTbI aBTOp OKasbI- 
BaeT, YTO YM OOJIbUIe MaCCa 3aPAXKEHHBIX OICMCHTAPHbIX YAaCTHL, TEM MeCHbUIe 3aHATOR UMM 
(MECTO), YTO TIPHBOJHT C TOUKH 3peHHA MaCC K “pasMa3aHHOiiy TeOpuN pacnagza MesoHoB. Ecun 
PaCCMATPHBaCMbIN JICKTPOHHbIM ras CeaTb CKOMIMC€HCHPOBaHHbIM B OTHOLICHHM 3apsagza uM 
BMECTE C TEM OCCKOHEYHDIM B MPOCTPaHCTBe, TO MOyYaeTCA MOMHOCTbIO CXeMATH3HpOBaHHaA 
MOMeIb MeTasia. Haodopor, yacTH4HO KOMMeHCHpOBaHHblii B OTHOWIeHHM 3apsayga MIpOTOHHbIit 
a3 MPHBOANT K OMpeAeeHHOH TeOPHH ATOMHOFO spa HM, TIPHHUMaA BO BHUMAaHHe nocneqHHe 
usmepenhsa Topuitayrepa, MpHBoqUT K pesyMbTaTY, 10 KOTOPOMY CBA3b B aTOMHOM Ape 
MOKHO OO'DACHHTh 0€3 BBeCHHA THMOTE3M O CNeUMaJIbHbIX AJePHbIX CHIaX, ABIIAIOULUXcCA 
COBEPWICHHO MPOH3BOsIbHBIMH (MH HaM HeH3BeCTHBIMH). 
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ON THE GROUPING OF ELECTROLUMINESCENT 
EFFECTS 
By 
J. WeEIszBURG 
INDUSTRIAL RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION TECHNIQUE, BUDAPEST 


(Received 15. II. 1959) 


The electroluminescent effects in the course of time which elapsed since 
their discovery have been divided into groups, according to certain historical 
and practical points of view. The usual method of classification which became 
accepted following the bigger general works [1, 2,3] makes a consistent 
distinction between contact-electroluminescence (carrier-injection electro- 
luminescence) observed first by Lossrv [4] and condenser-type lighting 
effect, the so-called DEstrRrav effect (intrinsic electroluminescence, as it is called). 

The essential differences which account for the division into groups are 
the following: 

1. In case of intrinsic electroluminescence the appropriate lighting pow- 
der is embedded into a dielectric medium and is not in direct contact winh the 
electrodes, whilst in case of carrier-injection electroluminescence — as examined 
on bigger crystals — the electrodes touch directly the crystal. Intrinsic 
electroluminescence can be observed only when using an alternate current, 
carrier-injection electroluminescence in case of both direct and alternate cur- 
rents. In the latter case a polarity dependence was observed in the lighting. 

2. The carrier-injection electroluminescence is always accompanied by 
a rectifying effect. Such an effect does not exist in case of intrinsic electro- 
luminescence. 

3. In the emission spectrum of the intrinsic electroluminescence occur 
generally the same bands as in the photoluminescent [1], resp. in the phos- 
phorescent [2] emission spectra of the material. Differences are perceptible 
only in the relative intensity of the respective bands. The emission spectrum 
of the carrier-injection electroluminescent effect depends on the polarity of the 
current. LossEv[6] found already in 1928 that on SiC crystals examined by 
him two kinds of electroluminescence appear : 

I. “Luminescence I’ is blue-green in colour and occurs in localized spots 

at the electrode, when the crystal is biased in the reverse direction. 

II. «Luminescence II’ is generally yellow or orange in colour and extends 

over the surface of the crystal near the electrode contact, when the 


crystal is biased in the forward direction. 


6* 
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According to Marosst [2], in the case of the injection effect, light is — 
observable only near the absorption edge. 

4. There is also a difference in the field strength required.In case of carrier- 
injection electroluminescence in the forward direction there is no field threshold _ 
worth mentioning. In the reverse direction lighting appears in the breakdown ~ 
range of the material. The field strength required for intrinsic electrolumi- 
nescence differs from the former ones. It is of a medium value. 

5. Theoretically, intrinsic electroluminescence is in general interpreted 
as an avalanche phenomenon produced by an impact ionization mechanism and 
carrier-injection electroluminescence partly as a recombination radiation, 
partly as a concomitant of breakdown phenomena. 

Generally, these are mentioned as essential differences. According to 
recent data at our disposal and to earlier observations it seems that it would 
have been more fortunate to connect the two “‘separate’’ phenomena, instead 
of taking them apart. Let us survey once again the situation and re-consider 
the above-mentioned reasons : 

ad 1. the method by which the crystal is excited, determines the possible 
mode of electroluminescence. Without any particular argumentation it is 
reasonable to assume that a material responses differently depending on the 
circumstances of the excitation. ZnS serves as a good example, because on this 
material all electroluminescent effects are observable. 

ad 2. There is nothing unusual in the lack of any rectifying effect in the 
case of intrinsic electroluminescence, taking into consideration the way in 
which the lighting condenser was examined from this point of view. Namely it 
is usual to compare the light of a panel to its total current and its total voltage. 
The work of both Katumann and Bopé [15,16] call attention to the fact 
that, the capacitive power being reactive, one can speak about lack of rectifying 
effect only then, when there is no such effect in the current and voltage components 
of the loss-power either. 

ad 3. The differences in the spectra are not existing either, if we take 
into consideration all the statements. The emission spectra of the intrinsic 
electroluminescence consist of bands identical with the photoluminescent, resp. 
the phosphorescent spectral bands. At the same time, according to Lossry [6] 
the II. type spectrum of luminescence of SiC agrees with the cathode ray 
excited spectrum of the same metarial. On the basis of measurements performed 
on SiC, BN and Si crystals, the restriction of the emission spectrum of carrier- 
injection electroluminescence to the region of the long-wave absorption edge 
does not seem to be correct either [7, 8, 10]. 

ad 4, The data concerning the field strength are not contradictory either. 
It is logical that in case of intrinsic electroluminescence in consequence of 
insulation of the grains a higher field strength is necessary in the forward 
direction too and at the same time, because of the inhomogeneity of the field, 
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on some crystals the field strength in the reserve direction may be considerably 
higher than the exterior field averaged over the whole condenser. 


“ 


= ad 5. Concerning the theoretical problem, let us quote the words of 
_ HenpeERson [3]: 

“It has already been suggested that there are large differences of opinion 

on the interpretation of electroluminescence data, often because similar phos- 

_phors give dissimilar response to the same experimental condition. The same 

_ differences are naturally found in general theories of electroluminescence. A few 

basic principles are widely accepted and their combination into plausible 
schemes offers scope for much ingenuity and some controversy. It is not yet 
possible to deduce further consequences for experimental test from these 
theories. In fact, they are mostly no more than hypotheses, but encouraging 
agreement with experiment has been reached in a number of attempts, even if 
they are not always mutually compatible.” 

As it appears from the above-mentioned extract, it is difficult to discri- 
minate. Let us try a contrary method: let us search fur arguments proving 
the identity of the effects. Let us suppose that intrinsic electroluminescence 
appears essentially on the inner junctions of insulated crystals capable of 
carrier-injection electroluminescence emission or on junctions formed in the 
contact points of the crystals [9]. Besides what has heen said under points 
1.—5. also the following suggests that. 

6. An intrinsic electroluminescent light emission is formed on some 
discrete points of the lighting condenser. From the measurements of Way- 
MOUTH and Bitter [11], and other authors it is evident that the single 
discrete points radiate only at a certain polarity (in the reverse direction), i. e. 
only in one half-period of an alternate current. This indicates a regular recti- 
fying effect. 

7. The careful examination of the discrete points shows that a luminous 
phenomenon appears on them in the forward direction, but its intensity is lower 
by 3—4 orders of magnitude [12]. 

8. The manufacturers of the powders required for the intrinsic electro- 
luminescence urge the importance of the formation of “independent, own 
electrodes” on the single grains, i. e. surfaces, rich in copper. 

9, In case of intrinsic electroluminescence lighting depends on the 
orientation of the grains relative to the direction of the field strength fit. 
Herewith the famous experiment of DEstriau can be explained. In this expe- 
riment a lighting powder stuck on a glass rod rotating in a d. ¢. voltage field 
lights. Stopping the rotation, lighting ceases too [13 ]. It is difficult to interpret 
such an effect as volumetric lighting. 

10. On materials showing a characteristic carrier-injection electro- 
luminescence it could be demonstrated that the primordial idea of the carrier- 
injection, according to which the carriers entering from the electrodes play an 
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important part in lighting, is not absolutely exact. Namely, in case of CdS | 
and SiC, excluding direct injection by an insulating plate, similar conductive 
resp. electroluminescent features could be produced [14, 17]. This reminds 
of the lighting corresponding to the Desrriau effect. 

Though the above-mentioned arguments seem to be concordant and the 
theoretical interpretation of the observations (e. g. recombination radiation in 
the forward direction, impact ionization excitation in the reverse direction) 
does not involve difficulties either, the final conclusion can be expected only 
from new experimental results. But also till then it should be carefully consi- 
dered, whether in these circumstances it is worth while to uphold in the termi- 
nology unrestrictedly the previous dividing line — which became at least a 
problematical one, — between the “intrinsic” and the ‘“‘carrier-injection”’ elec- 


troluminescences. 
REFERENCES 
1. G. Desrriau and H. F. Ivey, Proc. I. R. E. 43, 1911, 1955. 
2. F. Matosst1, Elektrolumineszenz und Elektrophotolumineszenz, Verl. Friedr. Vieweg u. 
Sohn, Braunschweig, 1957. 
3. S. T. Henperson, Br. J. Appl. Phys., 9, 45, 1958. 
4. O. V. Losstv, Wireless World and Radio Rev., 271, 93, 1924; Z. Fernmeldetechnik, 7, 97, 
1927. 
5. G. Drstriau, J. Chim. Phys., 33, 587, 1936. 
6. O. V. LossEv, Phil. Mag., 6, 1024, 1928. 
7. G. Szicreti, Br. J. Appl. Phys., Supplement No. 4, 56,1954; Acta Phys. Hung. 4, 64, 1954. 
8. S. Laracyw and R. E. Suraper, Phys. Rev., 102, 582, 1956; Phys. Rev., 104, 68, 1956. 
9. L. Burns, J. Electrochem. Soc. 100, 572, 1954. 
10. R. Newman, Phys. Rev., 100, 700, 1955. 
11. J. F. Waymourts and F. Bitter, Phys. Rev., 95, 941, 1954. 
12. Z. Bopé and J. Weiszpure, Acta Phys. Hung., 10, 341, 1959; Z. Bop6, Luminescence 


Congress, Greifswald, 1959, April 26—29. 

. G. Destriau, Phil. Mag. 38, 700, 1947. 

. K. W. Borr, Congrés International sur le Physique del’Etat Solide et ses Applications a 
lElectronique et aux Telecommunications. Bruxelles : 2 au 7 juin 1958. Abstracts, p. 6. 

. H, Katimann, Congr. Internat. sur le Phys. de l’Etat Solide et ses Applications. Bruxelles: 
2 au 7 juin 1958. Abstracts, p. 36. 

. Z. Bovo et al., to be published. 

. J. Wetszpurc, Acta Phys. Hung. to be published. 


a) 
ow 


—_ 
ou 


Se 
Nan 


4 


pres 


a 
4 


=A 


; 


i ° 
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Electroluminescent panels of ZnS: Cu type were previously found to 
emit light in discrete points only [1,2]. This fact was interpreted either by 
internal inhomogeneities of the cell in respect of field strength or by inhomo- 
geneities of the grains, assuming the existence of different surface and internal 
behaviour [3, 5, 6]. Regarding the cell as a light source in respect of efficiency 
and brightness, both the number and quality of discrete points are factors of 
utmost importance. Therefore the thorough examination of light spots was 
decided upon, although Waymouts and Birrer [1] and other authors too 
obtained results showing that the electroluminescence is of the junction-type. 
Some of the grains examined by the authors quoted are emitting light only in 
a half-period of voltage. But in case of such examination it is always the sen- 
sitivity of the detector which sets a limit to the measurement. DEsTRIAU 
established too [4] that there is no threshold in the continuous diminution of 
light if a sufficiently sensitive measuring device is used. As we looked for a 
sensitivity higher than that obtainable by the photomultiplier technique, 
adapted by WaymoutH and Brrter, we had to search for an appropriate 
integrating procedure. As the simplest possible method photography was 
applied. We took microscopic photographs of the electroluminescent panels in 
the usual way. The cell was excited by 500 V direct current pulses from a 
motor-driven interrupter. A sector rotating synchronously with the motor of 
the interrupter was used for separating the light emitted at the front resp. at 
the tail of the voltage pulse. By this arrangement the light of the cell falls on 
the photographic plate only for about + 0,5 msec at the beginning 
or at the end of the pulse. The repetition was 20 msec. It was discernible 
already by the unaided eye that reversing the polarity of the direct current, 
the microscopic picture consisting of 4—5 light spots changed completely. The 
field of the microscope was photographed with an exposition of 8—24 hours. 
These photographs show that besides the spots which behaved as found by 
Waymouru and Birrer — i. e. lighting only in one half-period — appear also 
less well-defined spots, lighting at both polarities. In order to examine them 
more accurately, we used a more sensitive film and longer expositions. 
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‘his improved measurement has shown (Figs. 1 and 2) that in reality 
there are no spots of “prescribed” behaviour. Every spot lights in both 
directions, but the difference of intensities is of the order of 3—4. We 
emphasize the fact, known otherwise, that ihe maximum intensities of the 
two brightness waves within one period are different. According to our 
observations this is mainly the simple consequence of the fact that in the 
half-period, in which the transparent electrode of the cell is negative the 
number of spots giving intensive lighting visible in the microscope field is 
larger than in the other half-period. The asymmetry in the number of the spots 
is most probably due to crystals in contact with the transparent conducting 
layer. At any rate the spots show polarity in respect of light and presumably 
of electrical properties too. The existence of light emission in both directions 
does not contradict this. It is sufficient to suppose that — similar to the light 
emission of silicon p-n junctions — an impact ionization mechanism in the 
reverse direction and a recombination mechanism in the forward direction are 
effective. The difference in the intensity of the respective spots may be inter- 
preted without particular difficulty either by the orientation of the grains 
relative to the applied field or by the different properties of the lighting 
junctions or by the superposition of both effects. 

It is evident from these hypotheses that in order to clear up the principles 
of the mechanism, it seems to be necessary to get acquainted with the essential 
parameters of lighting not only from averaged measurements, but also from 
data obtained on single grains. 
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_Der Umfang des Buches betragt 253 
Seiten. Der Stoff ist in so gedrangter Weise 
in 10 Kapitel, gruppiert, dass eine fiir Uber- 
sichtszwecke vollig erschépfende Darstellung 
geboten wird. Bei dem kleinen Umfang des 
Buches war das nur so méglich, dass die 
Verfasser ausser mit grossartiger Fachkennt- 
nis mit ausgezeichnetem didaktischem Gefiihl 
den Stoff in seinen geschichtlichen sowie 
theoretischen und praktischen Ziigen klar 
und prazis aufbauten. 

Dieses genetische Anordnen des Stoffes 
macht das Buch leicht lesbar und iibersicht- 
lich. 

Im folgenden geben wir kapitelweise den 
Inhalt wieder. 


1. Kapitel (15 Seiten). Es ist seit langem 
allgemein bekannt, dass die Réntgenstrahlen 
auch schddliche Wirkungen haben. Von 
dieser allgemein bekannten Tatsache aus- 
gehend besprechen die Verfasser die ersten 
Strahlungsschiden, die in der Medizin als 
Strahlungskrebse bekannt sind. Daran schlies- 
sen sich die ersten Schutzvorschriften und 
deren Entwicklung nach dem zweiten Welt- 
krieg. In dem Kapite] »Gesetze« werden 
auch die in einigen Liandern in Bezug 
auf Schutzmassnahmen bereits in Kraft 
getretenen Gesetze beschrieben. 

Diesem sowie den iibrigen Kapiteln ist 
ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis beige- 
fiigt. 

Pe Ende des Kapitels werden Nummern 
und Erscheinungsdaten der einzelnen gesetz- 
lichen Verordnungen aufgefiihrt. 

2. Kapitel (77 Seiten). Dieses ist das 
ausfiihrlichste Kapitel und enthalt die physi- 
kalische Darstellung der ionisierenden Strah- 
lung und die sich daraus ergebende Begrin- 
dung der Dosimetrie. Dieser Abschnitt ist ein 
kleines Meisterstiick, auf kleinem Raum ent- 
halt es prazise, klare Begriffe und Beschrei- 
bungen der Entwicklung der Strahlungsphy - 
sik. Das Kapitel ist in 7 Unterabschnitte 
geteilt. Hier werden die duale Natur des 
Lichtes und der sich bewegenden Materie, der 
Ursprung der ionisierenden Strahlung und 
deren atomphysikalische Grundlagen bes- 


prochen, weiterhin der Ursprung der ver- 
schiedenen Strahlungsarten und deren Wech- 
selwirkungen mit der Materie. Hier wird 
auch sogleich auf die fiir den Strahlungs- 
schutz wichtige Absorption hingewiesen, und 
der Begriff der Réntgen- und y-Strahlen- 
dosis eingefiihrt, ferner werden die Standard- 
instrumente zu ihrer Messung besprochen. 
Daran schliesst sich eine Darlegung der kern- 
physikalischen Grundlagen, in kurzen je- 
doch praézisen Formulierungen und in allen 
Einzelheiten. Sehr gute Abbildungen veran- 
schaulichen den Stoff, so ist z. B. die Iso- 
topenkarte (Abb. 29), die Ordnungszahlen 
und Neutronenzahlen zusammenfasst, sonst 
schwer zuganglich. Hier werden der Begriff 
der durch Bestrahlung (Einschiessen) hervor- 
gebrachten Kernreaktion und die verschie- 
denen Korpuskularstrahlen besprochen. 

Es folgt die Beschreibung der Hochspan- 
nungsanlagen, mit deren Hilfe geladenen Teil- 
chen grosse Energie verliehen werden kann, 
Quantitative Angaben und Tabellen sind 
iiberall hinzugefiigt, sodass der Leser itber 
die gesamten Gréssenordnungsverhiltnisse ein 
genaues Bild erhdlt, so z. B. aus der Tab. 34 
iiber die kosmischen Teilchen. — Der fol- 
gende Unterabschnitt beschaftigt sich mit der 
Wechselwirkung von ionisiernden Korpusku- 
larstrahlen mit der Materie, teils an Hand 
von anschaulichen Abbildungen, teils mit 
Hilfe von Kurven, die dem tiefer interes- 
sierten Leser solche quantitative Information 
geben, die ihm in der praktischen Arbeit als 
Leitfaden dienen kénnen. Es folgen nun 
Angaben iiber Dosen und die Effekte, die 
beim Durchgang von Neutronen durch Mate- 
rie auftreten sowie die der Neutronenwirkung 
entsprechende Definition der Dosis. Eine 
Zusammenstellung der gebriéuchlichen Do- 
siseinheiten schliesst das Kapitel ab. 

3. Kapitel (7 Seiten). Der Mensch sowie 
alle Lebewesen waren von Ursprung an — 
und sind es noch immer — ununterbrochen 
einer gewissen natiirlichen Strahlung ausge- 
setzt, die das Buch als Grundstrahlung be- 
zeichnet und die die kosmische Strahlung 
und die radioaktive Umgebungsstrahlung 
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umfasst. Dieses Kapitel behandelt diese bei- 
den Strahlungen. Die Tab. 3 gibt die Reihe 
der natiirlichen radioaktiven Stoffe (terrest- 
rische Strahlungen) und deren Umwandlungen 
zusammen mit den wichtigen physikalischen 
Daten, wie deren Halbwertszeiten und Ener- 
giewerte, an. In Tab. 4 werden die Daten 
der kosmischen und der terrestrischen Strah- 
lungen fiir verschiedene Hohen iiber dem 
Meeresspiegel angegeben. Die folgende Ta- 
belle gibt die Strahlungen der einzelnen Mi- 
nerale bereits in Dosiseinheiten, und es ist 
offenbar, dass diese Angaben fiir das Flug- 
wesen bezw. den Bergbau von grosser 
Wichtigkeit sind. Zum Schluss macht das 
Buch Zahlenangaben iiber die aus den 
verschiedenen Strahlungsquellen stammende 
Strahlungsbelastung des ;Menschen. Es ist 
wichtig hier zu bemerken, dass Kalium und 
Kohlenstoff, die in der Ernahrung eine Rolle 
spielen, hier auch miteinbezogen sind, da sie 
ja auch strahlen (d. h. natiirlich radioaktiv 
sind). 

4. Kapitel (15 Seiten). Der Titel dieses 
Kapitels ist: »Die Grundlagen der biolo- 
gischen Wirkung der Strahlung«. Es ist selbst- 
verstandlich, dass Schutz vor Strahlenwir- 
kung nur dann méglich ist, wenn der Mecha- 
nismus ihrer biologischen Wirkung bekannt 
ist. Dieser wird hier dargelegt. Die Ergeb- 
nisse stammen in den meisten Fallen von 
an Tieren ausgefiihrten Bestrahlungen. Ob- 
wohl der erste Effekt der Strahlung physika- 
lisch, also Ionisation ist, so handelt es sich 
hier eher um ihre biologischen Wirkungen. 
Ein Teil der Wirkung wird vor allem an den 
Wassermolekiilen offenbar. Die Unter- 
suchungen behandeln der Reihe nach die 
einzelnen Strahlungsarten und deren Wir- 
kungen in Abhangigkeit von der Grésse der 
Dosis und weiterhin von der Grésse der be- 
strahlten Kérperteile u. s. w. Der Wasser- und 
Sauerstoffgehalt sowie die Temperatur wer- 
den speziell gepriift. Da die Versuche vor 
allem an Tieren ausgefiihrt werden kénnen, 
besteht eine weitere Aufgabe der Unter- 
suchung darin festzustellen, wie die verschie- 
denen Wirkungen sich bei den verschiedenen 
Tierarten kundgeben. Ein wichtiger Gesichts- 
punkt, gerade vom Standpunkt der Mensch- 
heit, ist das Geschlecht der Versuchstiere. 
Die Wirkungen auf das Nervensystem wer- 
den speziell beriicksichtigt. Die Untersuchun- 
gen befinden sich erst im Anfangsstadium, 
aber wie die Abbildung auf Seite 112 zeigt, 
kénnen sogar Wirkungen auf Zellen schon 
beobachtet werden. 


5. Kapitel (23 Seiten). Dieses Kapitel 
beschaftigt sich mit den im menschlichen 
Organismus auftretenden Schiden. Der Reihe 
nach werden die einzelnen Gewebe und Or- 
gane behandelt: die lymphathischen Gewe- 


be, das Knochenmark, das Blut, der Magen- 
Darmkanal, die Geschlechtsorgane, die Hor- 
mone, die Haut u. s. w. Im weiteren folgt 
dann die Diagnose der Strahlungserkrankun- 
gen und zwar in der obigen Reihenfolge : die 
Stérungen im Blut, in den blutbildenden 
Organen, dem Magen-Darmkanal, die ver- 
grésserte Empfindlichkeit und die Stérungen 
des Hormon- und Nervensystems, weiter 
die lokalen Schiden und die Gesamtwir- 
kung auf die Lebensdauer. Auf Seite 132 
befindet sich eine wichtige Tabelle, die da- 
riiber Aufschluss gibt, in welchen Kérpertei- 
len oder Geweben sich die mit der Nahrung 
aufgenommenen radioaktiven Stoffe anhau- 
fen. 

6. Kapitel (20 Seiten). Dieses Kapitel 
behandelt bereits die Genetik und bespricht 
die Strahlenschiden der Nachkommen. Die 
Untersuchungen werden in zwei Gruppen ge- 
teilt: die eine -behandelt die Schiden der 
befruchteten Geschlechtszellen, die andere 
die in den Geschlechtszellen vor der Be- 
fruchtung entstehenden Schiden. Umfang- 
reiches Material hat sich aus den Beobach- 
tungen der durch die zwei auf Japan abgewor- 
fenen Atombomben entstandenen Schiaden 
angesammelt. Die Wirkungen auf die Ele- 
mente der Vererbungslehre werden bespro- 
chen, hier handelt es sich vor allem um die 
Geschlechtszellen. Auf die Wirkung der Bes- 
trahlung hin entstehen in den Tierversuchen 
Mutationen, hierzu werden mehrere Bilder 
und auch Angaben in Tabellenform gebracht, 


Fiir die Geschlechtsdriisen wird gesondert 
eine Dosis festgestellt und hierauf beziigliche 
Tabellen zeigen, einer wie grossen Strahlen- 
dosis Menschen und einzelne Organe durch 
lange Jahre hindurch ausgesetzt sind. Zah- 
lenangaben weisen darauf hin, welche Ge- 
fahren die verschiedenen Gerite des zivili- 
sierten Lebens in sich bergen. 


7. Kapitel (16 Seiten). In diesem Kapitel 
wird die Berufsstrahlenbelastung besprochen. 
So wurden z. B. indie Deutsche Bundesrepub- 
lik im Jahre 1957 beinahe 40-mal soviel 
radioaktive Isotope importiert als in 1949, 
wobei Co®, d. h. die sogenannten Kobaltka- 
nonen, nicht einmal eingerechnet sind. Es 
werden der Reihe nach die verschiedenen 
Berufe behandelt, in denen eine ausgespro- 
chene Strahlungsgefahr besteht. Solche sind 
z. B. die grossen Atomforschungszentren, 
die Reaktorbetriebe, aber auch Verkehr und 
Transport ist mit Belastung verbunden. Die 
Grundbelastung wird in Rechnung gezogen 
und damit z. B. die durch radioaktiven Nije- 
derschlag auftretende Belastung verglichen, 
Durchschnittsangaben werden zum Vergleich 
mitgeteilt. 

8. Kapitel (31 Seiten). Hier wird die 
Technik des Strahlenschutzes behandelt. Die 


Grundlage dafiir bildet die Messung der 
| Strah enintensitét, mit Hilfe der verschiedenen 
i Tonis ationskammern, Spitzen- und Réhrenzah- 
a Auch ein anderer Effekt der Strahlung, 
die Szintillation, wurde zur Konstruktion von 
| Strahlungsmessern in den sogenannten Szin- 
 tillationszaéhlern benutzt. Ein wichtiger Fak- 
tor ist die Neutronenstrahlung und deren 
_ Messung und die Bestimmung der Neutronen- 
_ dosis. Weiterhin werden die fiir den Strahlen- 
_ schutz tiblichen Messgerate und Messmetho- 
_ den behandelt. Es folgt der Begriff der Akti- 
. vitat und seine Bestimmungin Wassern, Luft, 
. Pflanzen, Milch und im Boden, weiterhin 
Schutzbestimmungen und reichhaltiges Tabel- 
lenmaterial fiir die Dimensionierung der 
Schutzeinrichtungen. Weiterhin werden die 
wichtige Frage des radioaktiven Abfalls sowie 
die zehn Gebote der radiochemischen Arbeit 
erortert. 


9. Kapitel (12 Seiten). In diesem Kapitel 
wird der heute bekannte medizinisch-biolo- 
gische Schutz besprochen. Auf diesem Gebiet 
ist eine sehr intensive Forschung im Gang, 
die darauf abzielt zu erforschen, wie die 

_angegriffenen Teile wie die blutbildenden 

- Organe, die Gewebe des Magen-Darmkanals, 

_die Hormone und das vegetative Nervensys- 
tem geheilt werden kénnen. Es folgen die 
Therapie der Strahlungskrankheiten, Schutz- 
bestimmungen und die Behandlungsweise 
der Kranken. — Weiter erste Hilfe bei Strah- 
lungskatastrophen und Dekontamination 
eines durch strahlendes Material verunreinig- 
ten Gebietes. 

10. Kapitel (11 Seiten). Das letzte Kapi- 
tel beschaftigt sich mit der Organisation des 
Strahlenschutzes, der bei Katastrophen an- 
zuwenden ist, mit den organisatorischen und 
sanitaren Aufgaben. Unter Katastrophen 
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sind hier Reaktorkatastrophen und Atom- 
waffen zu verstehen. Abbildungen veran- 
schaulichen die Dimensionen der Katastro- 
phengebiete und die verschiedenen Grade der 
Gefahrdung. Das Schema der Hilfsorganisatio- 
nen wird in einer solchen Weise gegeben, dass 
bereits mit ihrer Hilfe schnelle Massnahmen 
getroffen werden kénnen. 

Das Buch ist ausser mit grosser Fachkennt- 
nis mit grossem did aktischem Gefiihl gesch- 
rieben. Kleine Zwischenbemerkungen erinnern 
den Leser stets an die Grundlagen, um damit 
volles Verstandnis zu sichern. Der Aufbau 
des Buches und seine Ausarbeitung beruhen 
auf dem Prinzip,in dem Leser das Verstind- 
nis fiir die theoretische Grundlage des in Frage 
stehenden Problems zu wecken, denn nur so 
wird der Leser sein eigenes Gebiet nicht nur 
formal sondern auch sachlich richtig verste- 
hen. Auch die vielen quantitativen Tabellen 
und Abbildungen bezwecken, dem Leser eine 
richtige Ubersicht iiber seine Aufgabe zu 
geben, sodass er seine Massnahmen — auch 
wenn diese nicht in Paragraphen angegeben 
sind, sachlich richtig treffen kann. Das Buch 
dient nicht nur dem Fachmann sondern auch 
dem gebildeten Leserkreis als niitzliche Lek- 
tiire, denn es informiert den Leser itiber die 
reale Lage und die realen Méglichkeiten und 
beugt damit gegebenenfalls der Bildung einer 
Panikstimmung vor, deren Vorzeichen im 
kleinen bei hochempfindlichen Menschen be- 
reits wahrgenommen werden kénnen. Das 
Buch sei also auch dem Nichtfachmann warm 
empfohlen. 

Ein 9-seitiges Fachlexikon und 17-sei- 
tiges alphabetisches Sachverzeichnis schliesst 
das Buch ab. 


Z. GYULAI 


L. Herrortu, M. Winter; Ultraschall (Grundlagen und Anwendun- 
gen in Physik, Technik, Industrie, Biologie und Medizin) 236+24 Seiten. 
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1958. Mathematisch—-Natur- 


wissenschaftliche Bibliothek 15. 


Das wissenschaftliche und technische 
Interesse einer Epoche ist immer an dem Er- 
scheinen neuer Bicher abzumessen. Not- 
wendigerweise werden die meisten Monogra- 
phien und Fachbiicher allgemeinen Inhalts 
in jenen wissenschaftlichen Gebieten heraus- 
gegeben, fiir die sich ein grosses Interesse 
zeigt, und wo viele neue Ergebnisse zustande 
kommen. Der Ultraschall erméglichte in 
den letzten Jahren viele neue technische, 
industrielle, biologische und arztliche Anwen- 


dungen. BERGMANN sammelte bis zum Ende 
des Jahres 1956 fast 7200 Angaben aus der 
Literatur der letzten 30 Jahre. Dies ist aber 
weitaus noch nicht alles, und heutzutage 
kann die Zahl jahrlich auf 1500 Artikel ge- 
schitzt werden. Es ist klar, dass bei einem 
solchen Tempo fiir die Herausgabe von stets 
neueren und neueren Biichern ein grosses 
Bediirfnis besteht ; vor allem zu einer Zeit, 
wo das Buch BERGMANNS, das viele Ausgaben 
erreichte und schon zu einem Begriff ge- 
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worden ist, zu veralten beginnt. Wir kénnen 
also darauf hoffen, dass nach der im Jahre 
1954 erschienenen VI. Auflage BERGMANNs 
die nachste nicht mehr lange auf sich warten 
lasst. 

Die Verfasser des vor uns liegenden Ban- 
des haben im Vorwort ihrem Buch den Titel 
»kleines Lehrbuch des Ultraschalls« gege- 
ben und wollten damit die Eigenart ihres 
Buches charakterisieren. Sie wollen also nicht 
— und das ware auch nicht méglich — mit 
BERGMANNs Buch die Wette aufnehmen. Die 
seit der letzten Auflage BERGMANNs vergange- 
nen 4 Jahre brachten aber hauptsachlich auf 
dem Gebiet der technischen und 4rztlichen 
Anwendung soviel Neues, dass die Verfasser 
auch in diesem Biichlein Neues zu bieten 
vermochten. 

Die Einteilung des Buches ist klar: es 
hat eine dreifache Gliederung. In den drei, 
grésstenteils gleichen Teilen wurden a) 
Grundlagen und Messtechnik ~des_ Ultra- 
schalles, b) seine technischen und industriel- 
len Anwendungen, endlich c) seine biologi- 
schen und arztlichen Anwendungen behandelt. 
Ihre Erérterungsmethode ist biindig, doch 
verstandlich. Das Buch beinhaltet keine 
iiberfliissigen Teile, und bewerkt, ausschliess- 
lich eine kurze Ubersicht tiber das Gebiet 
der Physik, Technik und Biologie des US 
zu geben. Im zweiten und dritten Teil arbei- 
ten die Verfasser auch neue Angaben aus der 
Literatur auf, von welchen sie viele eigene 
und in osteuropdischen Staaten erhaltene 
Ergebnisse mitteilen. In der folgenden ein- 
gehenden Besprechung soll nun der Eintei- 
lung des Buches gefolgt werden. 

I. Erzeugung von Ultraschallwellen. Die 
Verfasser behandeln durch 30 Seiten die 
mechanischen, thermischen,  elektrostati- 
schen, elektrodynamischen, magnetostrik- 
tions- und piezoelektrischen Ultraschallge- 
ber. Ausserdem geben sie einige praktische 
Anweisungen zum Gebrauch der verschiede- 
nen Typen der Schallwellen und der verschie- 
denen Beschallungsmethoden. Dieses Kapitel 
ist vielleicht das am kiirzesten gefasste (ein 
Siebentel des ganzen Buches), was damit 
begriindet werden kann, dass dieses Problem 
in jedem Buch ohnehin eingehend behandelt 
wird. Z. B. wird diese Frage im Buch von 
MATUSCHEK, das ein Jahr friher in Berlin 
erschienen war, auf 140 Seiten (ein Drittel 
des ganzen Buches) behandelt. 

II. Das Ultraschallfeld und die Wirkun- 
gen im Ultraschallfeld kommen gleichfalls 
sehr kurz, nur auf 18 Seiten, zur Behandlung. 
Zwar muss erwihnt werden, dass gerade we- 
gen der knappen Behandlungsweise die Auf- 
merksamkeit des Lesers starker auf gewisse 
Erscheinungen gerichtet wird als im Falle 
der eingehenden Behandlung einer Monogra- 
phie. Als Beispiel kann die Williamssche 
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elektrokinetische Wirkung erwahnt werden 
BERGMANN erwdhnt diese Erscheinung be 
den »weiteren Anwendungen des Ultra 
schalls«, HERFORTH und WINTER heber 
aber hervor, dass der Williamssche Effek 
auch zur Messung von Schallintensitét a 
gebrauchen ist. 

Ill. Nachweis und Messung des Ultra 
schalls. Das ist ein ebenfalls kurzgefasste: 
Teil von 20 Seiten. Er enthalt die knappe 
Besprechung der verschiedenen mechani 
schen, thermischen, elektrischen und opti 
schen Verfahren. Hier sei ein sehr grossei 
Vorteil des Buches erwaéhnt: die Uber. 
sichtlichkeit wird durch die fettgedruckter 
wichtigeren Formeln sehr erleichtert. Nacl 
allen Formeln wird die Bedeutung der Zei 
chen und ihre Masseinheit angegeben. KE: 
ist aber nicht zugunsten des Buches, dass im 
Abbildungsmaterial nur wenig Original, bzw 
direkt aus Zeitschriften itibernommene Ab- 
bildungen zu finden sind. Unter den dreissig 
Abbildungen der ersten drei Kapitel befin- 
den sich nur drei derartige Abbildungen 
(Abb. 14, 18 u. 30), die tibrigen 27 sind alle 
aus BERGMANN itibernommen. 

IV. Der Ultraschall in Physik, Technik 
und Industrie. Dieser Teil macht rund 70 
Seiten aus und im wesentlichen ist alles 
darin erwahnt, was auf diesem Gebiet bi: 
jetzt mit Erfolg erreicht wurde. Jedes An- 
wendungsgebiet bekommt eine seiner Be- 
deutung entsprechende Seitenzahl in det 
Behandlung, und so ist auf Grund des Buches 
die heutige Ausbreitung der einzelnen indus- 
triellen Anwendungen gut abzumessen. 

Die gemachten Feststellungen sind objek- 
tiv: die Verfasser wiinschen nicht iiberal! 
den Ultraschall einzufiihren. Man sehe dafiiz 
einige Beispiele. Im Abschnitt fiir Material- 
priifungen sagen sie: »Zur Priifung von 
dickeren Blechen (iber 100 mm) muss man 
gegentiber dem Roéntgenverfahren dem Ultra- 
schall den Vorzug geben. Bei Schweissnaht- 
untersuchungen an diinnen Blechen (unter 
5 mm) wird man dagegen das Réntgengerat 
der einfachen Handhabung und schnelleren 
Fehlerauffindung wegen bevorzugen.« An 
anderer Stelle fiihren sie iiber das Waschen 
mit US an: »Im Haushalt wird das Ultra- 
schall-Waschverfahren in nachster Zeit wohl 
kaum zur Anwendung kommen, da der hohe 
Anschaffungspreis und die gleichhohen Unter- 
haltungskosten in keinem giinstigen Verhallt- 
nis zum Nutzeffekt stehen.« Das Waschen 
mittels Ultraschall hat ausschliesslich in det 
Feinmechanik eine Bedeutung, dort aber eine 
grosse. Beziiglich des Litens von Aluminium 
mit Ultraschall nehmen sie auch einen missi- 
gen Standpunkt ein. Sie heben hervor, dass 
die _Zusammenstellung der verschiedenen 
Legierungen des Létmaterials die Qualitit 
der Létung sehr beeinflusst. Interessanter- 


weise erwahnen sie, dass FERENC Nacy in 
dieser Beziehung die besten Ergebnisse er- 
reicht hat, mit der Legierung von 60% Kad- 
mium und 40% Zinn. 

- Im Rahmen dieses Kapitels berichten die 
Verfasser iiber viele ihrer eigenen Ergebnisse. 
Ihre Tatigkeit ist hauptsdchlich auf dem 
Gebiet der Apparaturkonstruktion und in 
einigen industriellen Anwendungsgebieten 
von Bedeutung. Interessant ist die kurze 
Bekanntmachung mit den verschiedenen 
industriellen Geraten ; man erfahrt dadurch, 
welche Firmen — hauptsachlich im geteilten 
Deutschland — welche Typen herstellen. 
Der bis heute bekannte grésste US-Generator 
ist Fabrikat der Firma Lehfeldt (Heppen- 
heim), er gibt bei 800 kHz eine Leistung von 
3 kW. Bei dieser Angabe sei erwahnt, dass 
ein Generator, der bei ahnlicher Frequenz 
eine Leistung von 2 kW liefert, schon in 
Ungarn verfertigt wurde (Konstruktion von 
LAszi6 Tari). 

VY. Der Ultraschall in der Biologie. Unter 
diesem Titel folgt eine biindige, 40 Seiten 
lange und sich auf alles erstreckende Bespre- 
chung, welche — BERGMANNs Buch mitein- 
begriffen — bis jetzt die vollstandigste 
Zusammenfassung dieser Frage in der Litera- 
tur ist. Im Teil fiir Versuchstechnik lernen 
wir erneut mehrere Generatortypen kennen. 
Wertvoll zeigt sich auch die Besprechung 
einiger Kunstgriffen bei der Beschallung. In 
diesem Teil werden die diesbeziiglichen Arbei- 
ten von Kamocsay und Tarnoczy 6fters 
angefihrt. 

VI. Ultraschall in der Medizin. Der Auf- 
bau dieses Teiles ist den vorhergehenden 
ahnlich, er ist gleichfalls griindlich und mit 
einer sich au‘ alles erstreckenden Umsicht 
in einem Umfang von 33 Seiten zusammen- 
gestellt. 


BUCHBESPRECHUNG 


349 


Das Buch schliesset mit einem Verzeich- 
nis, das 562 Literaturangaben enthilt. Diese 
Angaben stammen grdsstenteils aus der 
Zeit nach dem Erscheinen von BERGMANNS 
Buch. Ausserdem sind dem Buch noch 24 
Seiten auf Kreidepapier gedrucktes Bild- 
material hinzugefiigt, das grésstenteils bis 
jetzt noch unbekannte Apparate und Bestand- 
teile darstellt. 

Einige Bemerkungen noch iiber die auf- 
gearbeiteten neuen Literaturangaben. Wie 
schon erwdhnt wurde, haben die Verfasser 
Sorge dafiir getragen, auch osteuropdische 
Ergebnisse bekanntzugeben. Dies ist aber, 
wahrscheinlich wegen der Vernachlassigung 
volilstandiger gegenseitiger Dokumentation, 
verhiltnismissig schwach gelungen. Wir den- 
ken hier hauptsachlich an die Arbeiten der 
sowjetischen und polnischen Autoren, das 
ungarische Material bildet aber auch keine 
Ausnahme. Auf diesem wissenschaftlichen 
Gebiet erscheinen von ungarischen Verfassern 
in internationalen Zeitschriften mindestens 
10, in heimischen aber wenigstens zweimal _ 
soviele Arbeiten. Darunter auch viel bedeu- 
tendere als jene 4—5, die im Buch erwadhnt 
sind. 


Kurz zusammengefasst : die US-Literatur 
ist durch ein wertvolles, neues Buch berei- 
chert worden. Die klare, biindige und 6kono- 
mische Schreibweise der Verfasser ist dazu 
geeignet, auch in einer ziemlich kurzen 
Abhandlung eine gute Ubersicht iiber die 
Eigenschaften und Anwendungen des US 
zu bieten. Der biologische und medizinische 
Teil ist unserer Meinung nach die bisher beste 
und vollstandigste Ubersicht itber die An- 
wendungen des US in diesen Gebieten. 


T. Tarnoczy 
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ON THE IRREVERSIBLE THERMODYNAMICS 
OF THE VOLTA-EFFECT 


By 
I. KirscHner 


INSTITUTE FOR NUCLEAR PHYSICS, ROLAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST* 


(Presented by K.F, Novobatzky. — Received 10. IV. 1958) 


The problem of the Volta-effect was theoretically dealt with by C. Eckart (on the 
basis of Fermi statistics), by C. A. Domenica (with irreversible thermodynamical methods), 
and by others, all these investigations, however, referred to a stationary case. The aimof the 
present paper is to investigate the non-stationary irreversible process giving rise to the Volta- 


_ effect. For want of numerical data, our conclusions are of qualitative character. 


The easiest way of forming an idea of the Volta-effect is by means of a 
simple physical experiment. Let us contact two plates made of different metals, 
then, after separating, connect the plates to an electrometer. A deflection of 
the needle will be observed. The reason for the deflection is that on contacting 
the plates made of different metals electrons stream from one plate to the other 
which results in a potential difference. This voltage is perceived by the electro- 
meter. 

The first of the experiments referring to this phenomenon was carried 
out by Volta in the above way in Milano, between 1796 and 1805. Through his 
experiences he was led to the conclusion that condensers made of different 
metals represent an electric charge which means potential difference for two 
different points, P and Q respectively, of the dielectric between the plates of 
the condenser. This Volta potential difference originates in an electric field 
in those places which are surrounded by the metal. 

Let us now examine the system consisting of metals A and B, as arranged 
in Fig. 1, where the metals are, on the one hand, in contact, and separated from 
each other by a vacuum, on the other. At every point of the system the 
distribution of electrons may be indicated by the Fermi distribution function 


it ea 


The results of the experiments show that the potential difference between the 
points 3 and 4 is not zero, ie. V;— V,+ 0, but bears a value depending 
solely on the quality of the metals A and B. The Volta potential difference 1s 
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therefore not to be taken as a potential difference between the two metals | 
(which would be V,; — V2), but as the potential difference between points 
3 and 4, which are in the vacuum in the neighbourhood of the two metals. 
(In other words, it is to be understood as the difference between the potential 
differences between metal and vacuum, vacuum and metal.) [2], [3]. Thus we 
have to assume such forces that will remove the electron through the vacuum 


RS n 
_\ 
NJ N 
ISS 


from one metal to the other. Such forces are due to the differences of certain 
physical characteristics concerning the two metals. 

The potential conditions between the two metals are illustrated in Fig. 2. 
The potential differences between 3 and 4, and P and Q, respectively, may be 
examined by means of the Fermi statistics. 


Q 
4 


Fig. 2 


The field affecting the electrons within the metals is described by a poten- 
tial pit. The highest level of this potential pit, where electrons are stillto be found 
(at zero degree absolute) is denoted by 4, this actually being the Fermi level, or, 
expressed by a more general term, the electrochemical potential. * represents 
the band the electrons occupy in the metal, W the work done by the electrons 
on leaving the metal, and Z the difference between the ground levels of the two 
metals. If there is no equilibrium between the two metals (Z + 0), more 
electrons will leave in one direction than in the other; later on a stationary 
state will set in, the electron transition being equal in both directions. On the 


basis of the Fermi statistics the number of electrons per unit surface passing 


; 
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between the two metals in one direction during unit time is 


2m v | 
dn, = 3 ay e dv, dv, dv,, (1) 
ek? +1 


if x is taken to be the normal of the surface. In a stationary state we have 


dn, = dn 


—x? 


: F ikat is (2) 


dnx, = dnx,,. 


_ From the constancy of the total energy of electrons it follows that 


' EA = Ep + vA (3) 


_ where Z’ represents the ground-level difference during the time the electrons 


stream, and ¢ = 4 mv®. Substituting (3) in the formula (1) results in 


1 be! ai (4) 


eptZ’—ua 'p—HB 


eal ast 1 e kr +1 


from which it follows that 
Ep + Z' — by = Eg — Mp, 
1.€. 


Z' = ba — Mp: 


This means that for a stationary state, when Z = 0, the Fermi levels will be 
at the same height, that is to say the stream will be accompanied by the com- 
pensation of Fermi levels: uw, = bp. 

Provided that with respect to the inner electron fields of the metals 
A and B, the potential level of the surrounding fields is Vp and Va, respectively, 
the work done by the electron on leaving the metal may be defined by the 
following equations for both metals : 


Wra=eVp— ba (5) 
Wp=eVg— 


From the compensation of Fermi levels it follows that the value of the Volta 


potential is determined by the differences in the the work done by electrons on 
leaving the metal : 
Ee (6) 


Vap=Vq—Ve= a a 


1* 
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The foregoing refers to the case, where the two metals are at equal temperature, 


i.e. where the transition is isotherm ; if this condition is not satisfied, a thermo- 
electric correction has to be taken into account in the value of the Volta 


potential. 


In the following we shall consider the question as to the results which 
can be obtained by the application of the method of irreversible thermo- 
dynamics for “compensation processes” which bring about the Volta effect; 
first of all we want to describe their time dependence. 


Fig. 3 


Secondary effects, such as the effect of metal surfaces, are left out of 
consideration. 

In the course of our investigations the following scheme will serve best 
our purposes. Metals are assumed — according to the modern view — to be 
gratings with a free electron gas between the elements of the grating; the 
grating consists of positive metal ions, and is regarded as a ‘“‘vessel’’ containing 
the electron gas (Fig. 3). We disregard the changes taking place in the “vessel” 
during the compensation process. 

Thermodynamically, the two electron gases are characterized by the 
intensity-quantities determining the state of equilibrium: the temperature T, 
the potential (the negative of gas pressure) —p, the electrostatic potential y 
and the chemical potential €: and by the corresponding extensity-quantities : 
the entropy S, the volume V, the total charge gq and the number of electrons N. 
With these notations the following relation is obtained : 


dE = TdS — pdV + dq + édN. (7) 


Since in this particular case electron gases are being considered, electric charge 
and particle number are proportional : 


q= Nie: dq = dN. ey, 
thus equation (7) written down for the entropy becomes 


1 per J 1 
OS = Oe eres 
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For the sake of brevity the quantity (p e, + §), which happens to be the 
electrochemical potential of the electron gas, is substituted by mw, and so we 
may write: 


1 
as dk dV aN 8 
Tot Pp T (8) 


_ Considering the above the electron gas may finally be represented by three 
intensive and three extensive quantities. For these we introduce the usual 


y=—!,. %=—p, Yyi=- are the intensity parameters, 


= E, m=V, x3==N the extensity parameters. 


_ Here the lower index refers to the type of action at small distance (1 for therm- 
ic, 2 for mechanical, and 3 for electrochemical interaction), and the upper 
nidex denotes the two gases (j = 1,2). The extensive quantities belonging 
to the state of equilibrium of the system are marked by index 0: x}, and the 
deviation from equilibrium is expressed by 


al = x] — ly, (9) 


where the values t = 1, 2,3; j = 1,2 may be taken up. In the case of equi- 
librium the corresponding intensity parameters of the two gases are in agree- 
ment: y; = y;. The entropy referring to the two gases, respectively, is a 
function of the extensity parameters 


Si = S! (x1) + G4, %39 + 43, %%0 + 23). 
This expression expanded up to the second approximation in the vicinity of 
the state of equilibrium results in 
6? Si} 


| Axi Oxi}, 


i S! (fo, Hho, Xd) + bs a; rg > ah of, +- x86 (10 ) 


i,k 


Using the notation Sj for the first term of the right side, and —g}, for the 
coefficients in the third term, we may write 


*Computing e.g. g,, from among the g}, we obtain : 


a 
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ASi = Si- Si= —| af —— gh, a; ays (11) 
os =i 2 oe | 


The linear terms in the equation form the reversible part of compensation, 
while the quadratic terms form the irreversible part. 

Considering the system as a closed one [4] the sums of the corresponding 
extensity parameters of the two gases are constant : 


1 ee 
x; 4 xs = const; 
138: 


that is 
1 


be eae at = Ais 

thus any increase in the value of an extensity-quantity of one gas involves the 
corresponding decrease in the extensity-quantity of the other. It is seen from 
the condition of closeness in (12) that when varying the entropy concerning 
the whole system, i.e. when summing over j, the linear terms, i.e. the reversible 
part, are dropped. For the whole system we may write 


1 & 
AS =AS' + AS? = ey > Bix + Bin) A; Oy, (13) 
LK 


where the notation (ix + ie = gix) may be applied for simplicity. 

The so-called general forces arise on account of the intensity parameters 
being different for the two bodies. For such a two-body system the general 
forces are understood to be [1]: 


X;=— = Sik Xs (14) 
5 eae 4 0AS : 
which in the present case will be e.g. X; = 3 Se Bic Ue 
da: 


I 


A similar expression is obtained also when a metal finite large (j = 1) isin 
eee with an infinite large metal (j = 2); for in this case gi, = 0, and so 
Six = Six. Both cases (a system consisting of two finite metals and, respectively, 
a single finite metal linked to a medium of infinite expansion) are treated in our 
further discussion. 

The quantitites g, in the expression of forces may be determined if the 
entropy of the electron gas as the function of inner energy, volume and number 


co) 
of electrons is known. Such an expression for the entropy of the electron gas 
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is known in approximations adequate for the different cases ; thus the approxi- 
4 mative expression for the gj, is regarded as known, at least in principle. 


_ For the description of compensation processes of the electron gas we 
3 E 0a; 

_ must make use of the ONSAGER expression of compensation currents tee = ai): 
€ q; = Qj = Pe Liz Aas (15) 


i wr, eer 


Here Lj, is the ONSAGER conduction matrix. It is a customary assumption 
that both the matrices g and L are symmetrical: gi, = Brio Lin = Ly. 
Now we have the following two equations written in terms of the matrix : 


' X = — ga, 
(16) 
a — GX; 


where a and X denote the column matrix or row matrix formed from the 
quantities a; and X;, respectively. Hence the simultaneous differential equations 
describing the course of general forces in time may be written in the follow- 


ing way: 

X= AX, (17) 
where the matrix A denotes —gL: A = — gL. This written down explicitly 
means that for any X; [4], [5] 

X; = Ai X, + AX, + Aig Xs. (18) 


Since every individual A; generally differs from zero, equation (17) 
proves the existence of several cross-effects. If the initial value for any X; is 
taken to be zero (which means that the system is homogeneous either thermic- 
ally or barically or concerning the electrochemical potential), X; assumes a 
finite value at a further stage, unless there exists such an X;, which is initially 


not zero. If, for instance, (X,)) = 0, then 
Xi = Ay, X,+ A,; X3. (19) 


This means that, owing to the finite value of (X.)) and (X35), the value (Xy)) = 0 
turns into the finite value X,. Moreover, depending on the signs of A, and Aj, 
it may also occur that, within a finite time, the rate of change of X, will be zero 
for a moment 

Ay, X34 A,, X;= 0. (20) 
For such value pairs X2, X3, X,; may reverse its sign. With respect to the 
compensation of the Fermi level, this results — interestingly enough — in the 
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electrochemical potential difference itself reversing its sign. If the relations (18), 
and (19) are given a more detailed analysis, it follows that the already com- 
pensated value of the Fermi level and the electrochemical potential, respect- 
ively, become again inhomogeneous during the compensation of temperature 
and pressure, for both bodies representing the system. This inhomogeneity 
becomes, during a finite time, again zero and changes its sign, thereafter 
approaching the homogeneous state exponentially. (In the last resort, the 
exponential decrease of inhomogeneity proves the matrix A to be definitely 
positive.) 

The above discussion is merely qualitative, as matrices g and LE are 
numerically unavailable. While a theoretical determination of matrix g may, in 
principle, be carried out, no method is as yet known for determining matrix L 
theoretically. 

Thus the conduction matrix EL can be determined only empirically. 
In this connection an obvious difficulty lies in that the resulting effects are of 
minor character, and consequently in measurements of high accuracy the 
greatest difficulties are encountered. 

The fact that the principles of irreversible thermodynamics point to the 
existence of effects alien to the usual view, calls for an investigation both 
theoretical and experimental. It is, therefore, my desire to take up these 
questions again later on. 

I am indebted to Dr. I. FéNyEes for his most valuable advice and his 
supplementary remarks. 
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_ The‘authors continuing the experiments of Bopé and Hancos, concerning the same 
subject (these authors performed experiments mainly on powders of homogeneous grain size 
distributioh), came to the conclusion that in the case of layers sedimented from powders with 
inhomogeneous grain distribution, when describing the covering circumstances, compactness, 
space filling of the layer has to be taken into consideration. In this way the authors obtained 
such general relations by which the covering conditions of the layers sedimented from powders 
of inhomogeneous grain size distribution can be well described. From this general law — with 
adequate initial conditions — the former relations can be deduced. The agreement of the 
relations gained with the experimental results is satisfactory. 


1. Introduction 


In the examination of the physical properties of powder layers — espe- 
cially in case of luminescent powders —their covering is an important factor. 
As is known, the properties of such layers depend — besides on the material 
constants and the quantity of the powder used — in the first place on the grain 
size and on the shape of the grains of the powder. In one of our previous publi- 
cations [1] with a simple hypothesis — considering the grains as ellipsoids 
with diameters d, = d, > d, — and selecting the powders used for deposition 
according to grain size, we found starting from the problems of the order layers 
for powders of homogeneous grain size, in the case of plane plates a simple 
relation between the material quantity per unit surface and the degree of 
covering. In this case, the surface remaining uncovered is given by 
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where A means in mg/cm? the material concentration on the surface of the 
plate, @ in g/cm? the specific weight of the material and d, the small diameter 
of the grain ellipsoid in microns. 

In industrial application, however, the homogenization of the used powder 
is not in every case economical, and therefore we tested the behaviour of powder 
samples, which had been mixed from two or three previously selected powder 
fractions, and found that relation (1) remains valid and describes the results 
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of the measurements well, if we put in place of the grain-size characteristic d, 
the experimentally found 
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which is nothing else but the harmonic average value of the characteristic d, 
of the different powders occurring in the powder mixture weighted according 
to the material quantities in per cent. (P,, P,, P3,... represent the material 
quantities of the deposited powder mixture in per cent for the different powder 
fractions.) 

The mixture samples, however, having been made from two or three 
partial fractions differ considerably from the wide grain size distribution 
occurring in practice. Consequently, the clearing up of the conditions in the case 
of covered layers, prepared from mixtures consisting of several partial fractions 
and from powders not fractioned and with given grain size distribution, seemed 


to be essential. Some results of these experiments are presented in the following 
sections. 


2. Measurements and results 


The experiments were carried out with halophosphate powders already 
used in former research work [1]. The preparation of the layers and the 
measurement of the covering were performed as previously. We sedimented the 
powder specimens onto round glass plates, 29 mm in diameter. For the control 
of the linearity of the measuring equipment and the uniformity of illumination 
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we used perforated metal plates, as shown in Fig 1. On type 1/a we find per- 
forations of an increasing number with equal diameter, being accommodated 


at random. Data for the linearity of the equipment were obtained by putting 
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s plates in place of the powder specimens and altering the number of perfor- 
_ations by changing the plates; the local dependence of the sensitivity has been 
determined by rotating every plate. On each of the plates of type 1/b the 
: number of perforations (there are six of them) and their diameter was the same, 
_and these perforations were placed regularly in concentric circles of different 
radii. By rotating and changing the plates, reducing the sample surface to 
concentric rings the radial variation of the sensitivity of the equipment could 
be determined. 


Oy 


; At first we performed measurements only with plates of type 1/a, but 
the results were not satisfactory, neither from the point of view of the linearity 
_of sensitivity, nor regarding the rotational invariance of values. It was then 
that we made the plates of type 1/b. Rotating the plates, the sensitivity measured 
fluctuated by only about 2°% within the diameter of 12 mm, and over that 
by about 15—40%. Taking these results into account, we repeated the first 
measurement with plates of type 1/a, where the perforations were now 
within a circle of 10 mm diameter. This measurement gave satisfactory 
results. Accordingly, our measurements were carried out by the insertion of a 
diaphragm with a diameter of 10 mm. 
The calibration of the equipment was performed by control measurements 
with some already known powder fractions. 


Table I 


Experimental powders 


Components d,=d, 


Srey, q 
oie | e410 B | 18—20 | 25—30n | 30—40, | 40—50 1 
I. | 8% | 20% | 26%, 32% | 14% 
HW. | 14% | 32% | 26% 20%, 80% 
fits «8%, 32% | 20% 26%, 14% 
IV. | 14% - | 32% | 20% | 26% | 8%, 
v. | 8% | 26% 32% | 20% | 14% 


The experiments were carried out both on powder mixtures re-mixed 
from five partial fractions, and on powders with known grain size distribution. 
The composition of the mixtures used is presented in Table I, the characteristic 
results of the measurements are shown in Figs. 2—-3—4—5. 

Figs. 2 and 4 are reproductions of former measurements, Fig. 3 shows 
the covering rate of a five-component powder mixture, and Fig. 5 shows’ that 
of an unfractioned powder with known grain size distribution. While in Figs. 2 
and 4 the reproductions are satisfactory, it must be remarked peoiids in Figs. 3 
and 5 the covering — especially towards higher concentrations — is consider- 
ably smaller than it should be according to equations (1) and (2). (In the Figs. 
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the full line.) The layers had visibly “holes’’, even at such concentrations where 
complete covering ought to have taken place long before. 


4 In Figs. 3—4—5 the broken lines agree with the covering law 

; . 
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- according to which the components, independently of each other and without 
_ interaction, cover the surface according to relation (1). Here T,, is the area not 


A 
covered by the fraction N, and ea is the material quantity of that fraction 


XN 


A 
out of the sedimented quantity A, T,, =| is the area not covered by the 
*N 


- quantity 


= of the fraction N. In our former publications we found that for 
*N 
the mixtures used there, equations (1) and (2) fit better than (1) and (3). With 


Fig. 5 


powder of inhomogeneous grain size, on the other hand, the relations (3) and (4) 
seem to be more appropriate. This, however, does not explain the deviations at 


high concentrations. 


3. Interpretation of results 


3.1. General relations 


From the results we could draw some more general conclusions. So we 
could prove that for all the powders examined, the relation (1) is generally 


valid in the following form 
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where c is a factor of dimension at length, depending on the value of A, and 
given in our calculations in micron units. Before introducing the relation deter- 
mining the value of c, we have to introduce the concept of covering surface or 
rather the concept of total covering surface. 

Defining as covering surface the biggest cross section of a grain, — ina 
stable position — lying parallel to the covered plane, which be denoted by F, 
we can give the definition of the total covering surface H by taking into con- 


sideration the number of grains 


I 
Has > F;7;, (5) 
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where | is the number of different-sized types of grains, F is the covering surface 
of a grain belonging to a given type, and n the corresponding number of grains 
belonging to the same type on a surface unit. If the volume filled by the grains 
per surface unit is denoted by W, the value of c follows simply as 


¢=— (6) 


or in a form showing more clearly the physical content 


G-V 
(= ae () 
[n, Fy +n, Fy + alias +n, F,] 


where V is the total volume of the grains belonging to the surface unit, G is the 
factor characteristic: of. the space: filling, and. the denominator is the total 
covering surface H in an explicit form. Giving W and V the dimension of 
volume (3), F and H the dimension of surface (wu?) and be n the number of 
grains (pieces per surface unit), the value of c becomes dimensionally correct. 
G is a number without dimension, which, on the basis of the relation 


Sar React (8) 


is the ratio of the maximum thickness D, of the layer and of the thickness D 
of the compact layer prepared from the material found in the layer. Fuller 
particulars of G will be dealt with in the next paragraph. 

The covering curves that might be calculated according to the relations 
(4) and (7) are plotted with broken lines in Fig. 3 and Fig. 5. In Fig. 2 and Fig. 4 
the curves coincide with those plotted with full lines. As we have already men- 
tioned, the value of c undergoes a change according to the quantity of the sedi- 
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‘mented powder. For the curves shown we calculated with values c practically 
corresponding to total covering. In accordance with this a satisfactory agree- 


_ ment with the experimental data is obtained at higher concentrations. A further 


j 


discussion of the curves follows later in paragraph 4. 


3.2. Interpretation and measurement of space-filling factor G 


Investigating the covering, one has to take into consideration the com- 
pactness, the space filling of the covering layer. We can take account of this 


by the determination of the density of the layer, or by another factor of similar 
character. From a practical point of view we characterized the space filling 
by the quotient of the maximum thickness of the layer and the thickness of 
the compact layer which may be made of the material contained by that layer. 
For a given surface the value of G is the function of the number of grains 
belonging to that surface. This is easily understood if we follow the physical 
process taking place at the covering of some surface by spheres of the same size. 
After putting the first sphere on the surface, the value of G is maximum, then 
increasing the number of spheres it drops monotonously till the first complete 
layer is formed. The first new sphere placed on the covering of the first layer 
approximately doubles the value of D,, so the value of G approximately in- 
creases twofold too. Later, after the formation of the second complete layer 
the value of G leaps, the change of which — in connection with the number of 
grains — is to be seen in Fig. 7. 

The value of G depending on the grain size may be very large but it is 
naturally always a finite number. It follows from the definition of G, that the 
minimum value of Gis: Gmin = 1. As can be seen from Fig. 7 too, the mini- 
mum values of G, appearing at the completion of certain layers decreased with 
the increasing of the number of layers ; that is to say that with increasing 
number of layers the space filling — in limit values — tends towards the corre- 
sponding value of the closest spherical packing which is at the same time the 
limiting value of G too in the case of powders with “spherical” homogeneous 


grain size distribution. 
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Fig. 7 


If not the number, but for instance the weight of the spheres is taken into 
consideration, the value of G will depend too on the diameter of the spheres. 


3.3. Agreement with the earlier model 


The serial agreements appearing between the earlier measurements and 


our present ones are not accidental. This can easily be verified. Let us take in 
equation (7) 


With substitutions corresponding to the ellipsoid model, we obtain from 
equations (4) and (7) equations (1) and (2). 


3.4. Connection between space-filling factor G, parameter of disorder z 
and covering 


In the discussion of the covering problem, only the sections between 
0—100°%, of covering are important. The parameter of disorder z of the powder 
determines the number of layers necessary for obtaining practically covering. 
In previous measurements as well as in the present case, the value of z is about 
3 — as the same powders have been used — which means that with about 2,5 
layers a practically total covering has been obtained. The number of layers 
necessary to attain the same degree of covering with powders of homogeneous 
grain size distribution is naturally independent of the grain size. (The in- 
homogeneous powder, in conformity with what has been said previously, can 
always be replaced by an adequate homogeneous one, thus it is sufficient to deal 
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; ith the case of the homogeneous powder.) On the other hand, it is obvious 
phat the number of grains belonging to the surface unit is inversely, and the 


3 From all this it follows that in order to obtain a covering of the same 
i 7 

E degree with every powder, the same number of layers has to be built up, and 
thus with covering to the same degree the ratio of the thicknesses of the layers 


corresponds — in first approximation — to that of the grain sizes. The space- 
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filling factor G shows that grains of bigger size make necessary a bigger weight 
for obtaining the value of G corresponding to identical covering. (The increase 
of weight goes in the case of spheres with the cube of the quotient of the half- 
diameters.) Or in another way, for weights, which are small enough, (before 
the first minimum of G) the values of G — measurable for every powder — 
are proportional to the thicknesses of the layers, or more precisely, to the grain 
sizes. (With inhomogeneous powder this corresponds to the size of about the 
biggest grain.) 

Summing up, with a given powder the parameter z of disorder, valid for 
that powder, determines the number of layers necessary for obtaining covering 
to a given degree. The dimension of grains and their dispersal determines in 
agreement with their size the change of the space-filling factor G with 
the number of grains (or with the material quantity belonging to the given 
surface). 


2 Acta Physica X/4. 
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Covering, layer thickness and space-filling factor G are all ambiguous — 
functions of the material quantity belonging to the given surface: the grain” 
dimension, the grain size distribution of the powder and the parameter of 


disorder 2. 


3.5. Measurement and determination of the space-filling factor G 


We reduced the measurement in accordance with equation (7) to thick- 
ness measurement of the layer. The thickness of the layer has been measured 
with a microscope. The procedure of measurement was the following: First 
we focussed the top of the laye rand on the fine controls of the microscope we 
read the height of the tube. After this, wiping off the layer, the base plate was 
focussed and then again the height of the tube was read. The difference between 
the two heights gave the layer thickness D,. The thickness D of the compact 
layer has been computed by the specific weight and the material quantity 
belonging to the given surface. The dispersion of the thickness measurement D, 
with one sample — computing the mean from results gained at several points — 
was -++ 15%. The value G derived from the mean value and from the computed 
value D is plotted as function of the concentration of material in mg/cm?. 

The asymptote, towards which the value of G tends when the quantity 
of the sedimented powder tends towards the value at which practically total 
covering takes place, was determined from this curve. This value is denoted by 
G, and used in the calculations (Fig. 8). 


4. Conclusions 


The results of measurements and calculations may be summed up as 
follows : 

I. The covering circumstances of the layer prepared from a powder 
mixture with given grain size distribution and quantity are considerably 
affected by the way the layer is prepared. For a given layer the covering is 
primarily determined by the degree of disorder within the layer. This disorder 
is in general (for powders with inhomogeneous grain size distribution) spatial, 
but in spherical cases (with homogeneous grain size) it can be reduced to a two- 
dimensional problem. 

In our case — with sedimented layers — the disorder of the layer depends 
on the details of the sedimentation process. For powders with inhomogeneous 
grain size distribution, a selection of grain size takes place, during the sedi- 
mentation the bigger grains getting to the bottom. With powders with homo- 
geneous grain size distribution such effect does not appear, consequently the 
circumstances of the sedimentation are of less importance. 
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II. We can conclude the degree of disorder within the powder layer from 
the space filling of the sedimented layer, if interaction between some grains has 


already taken place. 


4 III. When preparing covers with several layers and with a finite thick- 
ness the sedimentation as a function of concentration can theoretically be 
divided into two phases : 

4 a) The first phase lasts up to the formation of the first complete layer 
_ prepared from grains of different sizes, i.e. till the formation of the “mono- 
if granual” covering. In this phase the grains sediment “without mutual effect’’. 
The disorder is especially complete at small concentrations. 

_-—*b) The second phase begins after the formation of the first complete 
layer. Then the “ordering effect” of the first layer and the other factors 
; (the way of sedimentation, powder-mixture characteristics etc.) become 
effective. 


Between the two phases there is no sharp limit. The ordering is already 

) observable in the first phase, especially towards its end. The powder of homo- 
geneous grain size is already settled in the first phase, therefore with homo- 

"geneous powders it does not make any essential difference if we describe the 

_covering from beginning to end in conformity with III/b. This can even be done 
with some powder mixtures. For example Bop6é and HAncos could describe 
by equation (1) and (2) the covering by their powder mixtures which were 
prepared from fractions of rather different sizes, the mixture containivg, how- 
ever, the same quantity of these fractions. (The reproduction of such a mixture 
by these authors is shown in Fig. 4.) 

IV. In circumstances corresponding to III, the covering conditions can 
be described by two laws : In the case of III/a using equation (4) separately for 
each fraction, we can calculate the area remaining uncovered according to 
relation (3). In the case of IIJ/b writing into equation (4) the value of c. derived 
from equation (7), we obtain the area remaining uncovered. When increasing 
the concentration a continuous transition from case III/a to case III/b takes 
place. This can be seen in Fig. 3 and Fig. 5. In the former the first complete 
layer is formed at a concentration of about 2—3 mg/cm’, in the latter at about 
1—2 mg/cm?. 

The results of the measurement and their interpretation are not negligible 
from the point of view of the other properties of the powder layers. 

Already from the present phase of the investigations it can be stated 
that — among others — on the basis of relation (8) a possibility arises for a more 
accurate non-destructive thickness measurement, even with thin layers, where 
up to now this was not possible. 

Starting from some other points of view M. E. Wise, A. H. BoERrpisK, 
L. Feses-Toéru and C. A. Rocers [2,3, 4,5] have dealt with the theoretical 
problems of the space filling of corpuscules. 
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MOKPbITHE [JIOCKOM MOBEPXHOCTH MOPOWIKAMH C HEPABHOMEPHBbIM 
PACIPEQEJIEHHEM 3EPEH 


A. BEMCBYPIF u HW. XAHTOILI 


Peswme 


B mpogoupKeHHe HeaBHOH aHaorMuHOi padoTer bozo u XaHPoul, B KOTOpOH paccma’ 
PHBAJIMCh B OCHOBHOM MOPOWIKH C PaBHOMePHBIM pacnipexeeHHeM PasMepoB sepeH B aHHOl 
-padore aBTOpbI AeNalOT BLIBOA, UTO B CIIyYae C0eB C€qMMeHTUpOBaHHHX U3 MOpoliKa c HepaB- 
HOMCPHBIM PaclipeAeICHHeM SepeH TPH ONMCAHHM MOKPbITHA HeOOXOAMMO yueCTh TakKoKe MH 
NAOTHOCTh M SallOJIHCHHOCTh COA. ITO MpHBOAUT K OONee OOuIeii saBHCHMOCTH, KOTOPaA X0- 
POO TIpHMCHHMa K OMMCaHHIO COeB CeMMeHTHPOBAHHBIX U3 MOPOWIKOB C HepaBHOMepHbIM 
cocTaBom sepen. U3 sroii oOmeii saKOHOMepHOcTH c y4eTOM COOTBETCTBYIOWMX HavaJIbHbIX 
YCOBUIt MOryT ObITh BIBeAeHbI SaBIICHMOCTH MOsYUeHHEIe paHbule, TlonyueHHble 3aBiicn- 
MOCTH YAOBJICTBOPHTCIbHO COMiaCylOTCA C SKCMePHMeHTAJIbHbIMH JaHHbIMH. 
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KRISTALLKEIMBEOBACHTUNGEN IN WASSERIGEN 
KBr- UND NaCl-LOSUNGEN 


Von 


eS SUA 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR BAUINDUSTRIE 
UND VERKEHRSWESEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 21. XII. 1958) 


KBr-Lésungen kénnen eine Unterkiihlung von etwa 20° C vertragen. Bei langsamer 


_ Abkiihlung bildet sich eine kleine Anzahl von Kristallkeimen und ein Teil des Stoffes scheidet 


sich an den abgesetzten Kristallen aus. Infolge von starkem Riihren oder Schiittein fangt 


in der unterkiihlten, d. h. iibersattigten Lésung eine intensive Keimbildung an, die nach 


einem langsamen Beginn lawinenartig wird und dann allmahlich zu Ende geht. Die in der 
letzten Periode ausscheidenden Kristalle sind meist nadel- und blattchenférmig, und zeigen 
bei entsprechender Beleuchtung die bekannten Interferenzfarben von diinnen Blattchen 
und Schichten. 

Die nach der lawimenartigen Kristallisation erscheinenden Nadeln sind zum gréssten 
Teil spiralformig und gleichzeitig interessante Beispiele des FRANK-READschen Spiralwachstums- 
mechanismus. Der lawinenartige Ablauf der Kristallisation weist auf eine labile Beschaffen- 
heit der Lésung hin, fiir welche eine Erklarung gegeben wird. 


1. Es ist bekannt, dass ein Kristallisationsvorgang Kristallkeime bené- 
tigt, die in einer wasserigen Lisung durch Ubersittigung gebildet werden 
kénnen. Eine solche Ubersattigung kann z. B. durch Verdampfen des Lésungs- 
mittels oder durch Beimengen eines neutralen, wasserentziehenden Stoffes, 
wie Alkohol erreicht werden, die Ausscheidung des gelésten Stoffes wird 
dann Ausfallung genannt. Im Falle von Stoffen, welche bei héheren Tempera- 
turen leichter léslich sind, kann man durch eine schnellere oder langsamere 
Verminderung der Temperatur zum Ubersattigungszustand gelangen. Dabei 
sind die Kristallkeime zwar nicht unmittelbar beobachtbar, sie machen sich 
aber durch die Erscheinung von Kristallen bemerkbar. 

Anfangs untersuchten wir wisserige NaCl-Lésungen, doch wandten 
wir uns bald den KBr-Liésungen zu, weil bei diesen die gewiinschte Uber- 
sittigung, zufolge starker Temperaturabhangigkeit der Kristalléslichkeit, 
viel leichter zustandegebracht werden konnte. (Die Erscheinungen spielen 
sich jedoch auch in NaCl-Lisungen ganz ahnlich ab.) 

2. Der Zusammenhang zwischen Léslichkeit von KBr und Temperatur 
ist in guter Naherung linear, so dass in 100 g Wasser bei 0° C 54 g KBr, bei 
100° C jedoch etwa 105 g léslich sind. Verfiigen wir also bei einer gegebenen 
Temperatur iiber eine ges&ttigte Lésung, dann kénnen wir wahrend ihrer 
Abkihlung, mit Hilfe der Léslichkeitskurve, auch den Grad der Ubersattigung 
ermitteln. 

Zu den Untersuchungen wurden iiberwiegend bei 70° C gesattigte 
Lésungen benutzt. Nach orientierenden Versuchen wurden je etwa 150 g 
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Lésung in Glasampullen verschmolzen, womit zu den Versuchen kapdliohe 
Probiergefasse zur Verfiigung standen. Diese wurden bis zur vollstandigen 
Auflésung des Inhaltes erwarmt. Die Abkiihlung wurde auf die verschie- 
densten Weisen vorgenommen, u. z. einmal schnell, ein anderes Mal lang- 
samer durch Einlegen der Glasréhre in ein in einer quadratischen le 
glaswanne befindliches Wasserbad, das eine Destiunntte, an einem hinein- 
gelegten Thermometer ablesbare Temperatur besass. Eine peiche Temperatur- 
bestimmung fiihrte natiirlich nur zu annahernden Werten, weil in der Ampulle 
kein Rihrer vorhanden war und die gleichmassige Temperaturverteilung 
nur in einigen Fallen durch intensives Schiitteln hergestellt wurde. Die parallel- 
wandige Plexiglaswanne war nicht mit den optisch stérenden Einfliissen 
der zylinderférmigen Gefasse behaftet, erméglichte ein viel verzerrungs- 
freieres Photographieren und eine bequemere subjektive Beobachtung. 
Sowohl bei der subjektiven Beobachtung wie auch beim Photographieren 
wurde die Lésung bzw. die in der Lésung entstandenen Kristalle von der 
Seite her intensiv beleuchtet, u. z. so, dass die Kristallnadeln und -blattchen 
dabei in Interferenzfarben spielten. Diese Farben gaben oft schon allein iiber 
Schichtenbildung oder andere feine Unebenheiten der Kristallite Auskunft. 
Die Beobachtungen wurden einerseits mit dem freien Auge oder mit Hilfe 
einer Lupe, anderseits mit einem auf kleine Vergrésserung eingestellten 
Mikroskop bzw. mittels Photographieren vorgenommen. 

3. Langsame Abkiihlung. In einer erwarmten und an freier Luft sich 
selbst tiberlassenen Lésung erscheinen die ersten Kristalle an der freien 
Oberflaiche, wachsen dort schnell an und fallen dann zum Boden des Gefasses 
nieder. Ist die Abkiihlung geniigend weit fortgeschritten, dann erscheinen 
auch am Boden Kristalle, die ebenfalls ziemlich rasch wachsen. Bei einer 
entsprechend langsam gefiihrten Abkiihlung scheidet sich der gesamte geléste 
Stoff in Form einer festen Schicht aus grossen Kristallen am Boden des Ge- 
fasses aus. Erstreckt sich die Abkiihlung mit Hilfe einer Wattehiille auf 
1—2 Tage, dann erhalt man schéne, grosse, prismatische, den Boden gleich- 
massig bedeckende Kristalle (Abb. la). Der Unterschied gegeniiber den 
infolge schneller Abkiihlung und grosser Keimzahl entstandenen kleinen 
Kristallen (Abb. 1b) ist auffallend. 

Wahrend der Kristallisation konnte mit der Schlierenmethode eine - 
intensive Auf- und Abwiartsstrémung der Lésung beobachtet werden, weil 
die die ausscheidenden Kristalle unmittelbar umgebende, an gelistem Stoff 
verarmte Lésung stets aufwarts strebt (Abb. 2). 

4. Verschieden schnelle Abkihlung, Es ist bekannt, dass die Lésungen 
eine gewisse Unterkiihlung ohne nennenswerte Kristallkeimbildung vertragen 
kénnen. Die Keimbildung kann aber ein recht starkes Tempo annehmen, 
falls die Ubersattigung, d. h. die Unterkiihlung einen bestimmten Wert 
tiberschreitet. Zur Realisierung solcher Verhaltnisse wird die die Lésung 
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Abb. 1a. Grosse Kristalle am Boden des Gefasses im Falle einer langsamen Abkihlung 


Abb. 1b. Haufen von kleinen Kristallen im Falle einer schnellen Abkihlung 
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enthaltende Tube, durch Hineinstellen in ein Wasserbad von T, Grad, rasch 
von einer héheren Temperatur T, auf eine niedrigere Temperatur T, abge- 
kihlt. Die Keimzahl ist dann viel kleiner, wenn die Abkihlung von T, auf 


Abb. 2. Die Strémung in der Lésung infolge der Kristallisation 


T, langsam verlauft, was aus Abb. 3a und 3b hervorgeht. Bei Abb. 3a bildeten 
sich unmittelbar der Abkiihlung folgend viele winzige Kristalle, nach einigen 
Sekunden aber gleich auch einzelne grossere, da die Primarkristalle schnell 
heranwachsen und nachher immer weitere Keime zustandekommen (Abb. 3b). 

5. Schnelle Abkiihlung. Das im Wasserbad untergebrachte Thermo- 
meter zeigt die etwas niedrigere Temperatur des Wasserbades an, weil die 
Lésung in der Ampulle von einer héheren Temperatur abgekiihlt wurde. 
Mit der Zeit verkleinert sich natiirlich dieser Unterschied und betrigt am 
Ende der Kristallisation auf Grund direkter Messungen ungefahr 2° C. Die 
anfangliche intensive Keimbildung kommt allmahlich zum Stillstand, und 
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Abb. 3a. Kleine Kristalle, die bei schneller Abkithlung auftreten 


Abb. 3b. Die anfangs kleinen Kristalle wachsen schnell bei schneller Abkithlung 
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man kann nur bei sorgfaltiger Beobachtung die Ausscheidung von einzelnen 
Kristallen wahrnehmen. Mittlerweile kihlt sich die Lésung standig weiter 
ab wie das aus der Abb. 4 zu entnehmen ist. Man erblickt in diesem Zustand 
manchmal feine nadel- und blattchenférmige Kristalle, die an der Fliissig- 
keitsbewegung teilnehmen und nur bei einer intensiven Beleuchtung erkannt 


werden kénnen. 
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Abb. 4, Abkiihlungskurve und das Auftreten der Lawine 


Die ungleiche Temperaturverteilung in der Lésung versuchten wir am 
einfachsten dadurch zu beheben, dass wir die Ampulle in entsprechenden 
Zeitspannen intensiv schiittelten und sie gleich darauf wieder in das Wasser- 
bad zuriickstellten. Durch gesondert durchgefiihrte Versuche konnte bewiesen 
werden, dass sich die aufgewirbelten Kristalle nach dem Schiitteln schnell 
wieder absetzen. Nach dem Aufschiitteln beginnt aber auf Grund der Beobach- 
tungen auch ein intensiver Keimbildungsvorgang, welcher mehrere Minuten 
lang dauert und dann allmahlich nachlasst. Wahrend der Temperaturabfall 
langsa reiterla ca —10— i i 

g m weiterlanft, kann 5—10—20 Minuten nach der eingetretenen Ruhe- 
periode erneut eine gewisse Regung beobachtet werden, bei welcher wieder 
feine Nadeln und Lamellen erscheinen. 

Sobald dieser Kri isati i i 

ee ae Kristallisationsvorgang in Gang kommt, wird er meistens 

ee ahlich intensiver und kann gegebenenfalls so stark werden, dass 

sich die Ampulle mit einem Kristallhaufen fiillt. Die anfanglich kleinere 
Kristallisationsge indickei i i i i i | 

meee sgeschwindigkeit erreicht in einem lawinenartigen Vorgang 

den Héhepunkt und kommt dann allmahlich, in 5—10 Minuten, wieder fast 
F de 
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Abb. 5a—b. Das Bild der Lawine 
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zum Stillstand. Im Ruhezustand scheiden sich weiter dann hie pre da die 
bereits erwahnten nadel- und blattchenférmigen Kristalle aus, die bei ent- 
sprechender Beleuchtung Interferenzerscheinungen aufweisen. . 

Der Ablauf von Kristallisationsvorgangen kann durch Abkihlungs- 
kurven wiedergegeben werden, an welchen notwendigerweise auch die Art 
der entstandenen Kristalle (Nadeln, Blattchen) mit entsprechenden Zeichen 


Abb. 5c. Endzustand der Lawine 


angedeutet werden kénnen (Abb. 4). Aus unseren diesbeziiglichen Kurven 
ergibt sich der auffallende Befund, dass die lawinenartige Bildung von Kristall- 
keimen bzw. Kristallen in eine solche Periode des Abkihlungsvorganges 
fallt, in der die Abkiihlungsgeschwindigkeit bereits sehr klein ist und in der 
sich die Lésung in dem dem Aufschiitteln folgenden Ruhezustand befindet. 
Im Falle von offenen Kolben und Kiivetten kann man natiirlich auch einen 
Rithrer benutzen. 

Abb. 4 zeigt, wie sich die Lawine nach dem ersten Schiitteln in etwa 
10 Minuten ausbildet und dann spater fast vollstandig zum Stillstand kommt. 
Abb. 5a und 5b stellen die Lawine dar. 

Diese lawinenartige Keimbildung scheint nicht an eine bestimmte 
Temperatur gebunden zu sein, sondern kann bei beliebigen Temperaturen 
auftreten. Es hat den Anschein, als ob nur der Gradient des Temperatur- 


abfalles, d. h. der Grad der vorherrschenden Ubersattigung massgebend ist. 
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Abb. 6d—e. Das Bild nach der Lawine und die verschiedenen Kristallformen am Gefassboden 
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Nach vielen Beobachtungen denkt man unwillkirlich an einen labilen 
Zustand, dessen Ausgleich nur langsam beginnt, der aber, wenn er einmal 
begonnen hat, sich selbst verstarkt, um schliesslich allmahlich wieder in 
den Ruhezustand iiberzugehen. In der Anfangsperiode tauchen abwechselnd 
lange nadelférmige und blattchenartige Kristalle auf, deren Linge bzw. 
Kantenlange manchmal auch 30 bzw. 5 mm _ iberschreiten kénnen (Abb. 


5e, 5d und Se). 
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Abb. 6a. Das schematische Bild der auftretenden Kristalle und ihrer Kombinationen 


Abb. 6b. Farbige Bilder der auftretenden Kristalle 


Die schematischen Bilder der typischen Kristallformen sieht man in 
Abb. 6a, die bei starker Beleuchtung farbi < 
ie bei starker Beleuchtung farbig erscheinenden Kristallformen 


dagegen in Abb. 6b. Die einzelnen Blattchen haben verschiedene Farben 
U ; ? 
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sind aber geometrisch gleichmassig, was auf eine ziemlich gut definierte Dicke 
der Blittchen hinweist. Man kann ausserdem auch verschwommene Ver- 
‘farbungen und unregelmassige Formen erkennen, die auf Lésungserschei- 
nungen hinweisen. 

6. Die Deutung der Lawinenbildung. Aus der Literatur ist die Wirkung 

des Riihrens, des mechanischen Einflusses auf die Keimbildung bekannt. 
Aus der Tatsache, dass in iibersattigten Lésungen ein jedes Ion von der eigenen 
Hydrathiille umgeben ist, folgt, dass ein nennenswerter Ubersattigungs- 
oder Unterkiihlungszustand nur dann entstehen kann, wenn diese Hiille 
geniigend stabil ist. Die wasserigen KBr-Lésungen vertragen eine Unter- 
kiihlung von ungefahr 20° C. Nach unseren Untersuchungen bei langsamer 
Abkiihlung vollzieht sich an der Oberfliche der am Boden befindlichen 
Kristalle eine standige und langsame Stoffabscheidung, wobei es aber zu 
einer massenhaften Keimbildung, die zur lawinenartigen Kristallisation 
fiihrt, nicht kommt. 

Im reinen Wasser entstehen nach BERNAL, EUCKEN, GIERER und 
Wirtz [1] voriibergehend (eis- oder tridimitartige) Strukturen héherer Ord- 
nung, deren Bildung auf den Dipolcharakter der Wassermolekiile und auf 
ihre Dissoziation in OH- bzw. H-Ionen zuriickgefiihrt werden kann. Die in 
NaCl- und KBr-Lésungen vorhandenen Na-, Cl-, K- und Br-Ionen verfiigen 
tiber héherwertige ordnende Krafte, und es bilden sich die Hydrathiillen 
in erster Reihe um diese Ionen aus. Man kann aber annehmen, dass ihre ord- 
nende Wirkung sich auch iiber die Grenzen ihrer Hydrathiillen erstreckt, so 
dass die ganze Lésung, wenn auch nur voriibergehend, von einer kristall- 
artigen Struktur durchflochten zu sein scheint. Der Grad der Ubersattigung 
wird offensichtlich auch von dem Ionen- bzw. Wassermolekiilradius beein- 
flusst. Die kristallartige Struktur bewirkt gemeinsam mit den Jonenkraften 
die Ubersattigung der Lésung, d. h. eine so hohe Stabilitat der Hydrathiillen, 
dass die Keimbildung nicht in Gang kommen kann. Durch eine mechanische 
Stérung, ein intensives Riihren oder Schiitteln, werden die Hydrathiillen 
der Ionen aufgerissen, wodurch sie miteinander in Wechselwirkung treten 
kénnen. Neben der Ubersattigung miissen wir also auch tiber die Konzen- 
tration AC jener Ionen sprechen, deren Hydrathiillen beschadigt worden sind, 
weil fiir die Keimbildung eben nur die Konzentration AC massgebend ist. 
Durch die mechanische Einwirkung haben wir also gerade diese Konzen- 
tration AC der reaktionsfahigen Ionen hergestellt und damit die Keimbildung 
eingeleitet, was durch die Erscheinung von zahlreichen feinen Kristallen 
beobachtet werden konnte. 

Man kann die Ausbildung der Lawine, die den Anschein erweckt, als 
ob sich der Kristallisationsvorgang aufmultiplizieren wiirde, folgenderweise 
erklaren: An der Oberflache der entstandenen kleinen Kristalle bildet sich 
sofort eine adsorbierte, festhaftende Schicht aus Ionen und W assermolekiilen, 
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die von mir in einer friiheren Arbeit [2] als halbwegs geordnete Ubergangs- 
schicht bezeichnet wurde. Diese halbwegs geordnete Ubergangsschicht kann 
nach neueren Messungen [3] mehrere Mikron dick sein. Nun werden infolge 
der standigen Strémung in der Lésung manche Fliissigkeitspartikeln von der 
Oberflache der Kristalle, d. h. gerade aus der erwahnten Ubergangsschicht, 
eventuell in Form winziger Wirbel, abgerissen, aus denen sich dann leichter 
neue Kristallkeime bilden kénnen, da sie bereits eine teilweise Ordnung auf- 
weisen. Damit geben die im Wachsen befindlichen neuen Kristalle Gelegenheit 
zur Bildung von frischen Keimen, und dadurch auch zur Entwicklung der 
Kristallawinen. 

7. Spiralférmige Kristalle. Am Schluss der vorher gekennzeichneten 
lawinenartigen Kristallisation oder eine gewisse Zeit nach ihrem Ablauf tritt 


a) b) 


Abb. 7. Photographie des Spiralmodells 


a) Spirale aus einem Papierstreifen 


b) Spirale aus einem viereckigen Gummiband 


eine neuartige Erscheinung auf, die darin besteht, dass unter den nadel- 
férmigen Kristallen ziemlich viele spiralformig gedrehte Gestalten auftreten. 
Sie erscheinen dadurch als glanzende Perlenreihen und kénnen mit um ihre 
sgenelise verdrehten Papierstreifen verglichen werden, deren Modell aus 
Abb. 7 ersichtlich ist und bei denen nur bestimmte Stellen das Licht reflek- 
oa ss 2 be 5 . : : 4 . . . . ; 
tieren. Abb. 7a zeigt das Bild einer Papierspirale und Abb. 7b jenes eines 
viereckigen verdrehten Gummibandes. In Abb. 8 sehen wir schliesslich mehrere 
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spiralférmige Kristalle als glanzende Perlenreihen. Die grosse Ahnlichkeit 
zwischen Papiermodell und Spiralkristall veranlasst uns zu der Annahme, dass 
auch die in der Lésung entstandenen Spirale durch Verdrehung von flachen 
Nadelkristallen zustandegekommen sind. Es ist dabei sehr auffallend, dass 
diese Spiralkristalle manchmal so zahlreich erscheinen, dass sie grob geschatzt 


20—30% der gesamten Kristallmenge ausmachen, was auf eine allgemein-- 


giiltige Erscheinung hinweist. 

In einigen Fallen konnten wir auch raumliche Spiralen beobachten 
(Abb. 9), d. h. Spiralen, die nicht nur durch die Verdrehung von langen streifen- 
formigen Nadelkristallen zustandegekommen waren. Es muss hier bemerkt 
werden, dass spiralférmige Kristalle auch an der Luft entstehen kénnen, und 
dass diese dann meist raumliche Kristalle sind [4]. — Siehe Abb. 5 und 6 
im Literaturzitat [4]. Die Tatsache, dass auch in Lésungen spiralférmige 


Abb. 9. Raumliche Spirale in der KBr-Lésung 


Kristalle auftreten kénnen, lasst eine nahere Verwandschaft zwischen dem 
Entstehungsmechanismus der friher und jetzt beschriebenen Spiralen ver- 
muten. Daraus folgt weiter, dass die friiher gegebene Erklarung noch nicht 
die endgiiltige sein kann. Die Ganghéhe der Spirale andert sich in ziemlich 
weiten Grenzen. Es gibt sowohl verhaltnismassig kleine — dichte Punkt- 
reihen auf den Lichtbildaufnahmen — als auch grosse Ganghéhen. Es kénnen 
manchmal Spiralen beobachtet werden, die sich auf die am Boden des Gefasses 
befindlichen Kristallhaufen absetzten und sich in der Fliissigkeit hin und her 
wiegten. In einzelnen Fallen anderte sich die Ganghéhe dieser Spiralkristalle. 
Ks ist wahrscheinlich, dass die aus Faden geformten Spiralkristalle in der 
strémenden Lésung eine Verdrehung erlitten, woraus die scheinbare Gang- 
héhenveranderung hervorging. 

8. Ein positives Ergebnis unserer Beobachtungen ist, dass in einem 
gewissen Zustand der Lisung lange Nadeln und diinne Blattchen auftreten. 
Wie kann man nun die Entstehung der langen Nadeln erkliren? Bei der 
schnellen Abkihlung bilden sich wiirfelférmige Kristalle, anfangs ganz kleine, 
spater sich treppenartig vertiefende, fast leere Wiirfel, bei denen nur die dia- 
gonalen F'lachen ausgebildet sind. Diese Formen weisen auf ein schnelles 
Wachstum hin. Nach den Aufnahmen treten in spateren Phasen auch Blatt- 
chen, dicke Stangen, sich dem einen Ende zu verdickende Stangen, manchmal 
symmetrische, andere Male unsymmetrische Kreuze und die Kombination 
dieser Formen auf (Abb. 6). Alle diese Kristallformen werden verstandlich, 
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"wenn wir im Zusammenhang ihres Entstehens von einem Wiirfel ausgehen 
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und auch die Konzentration AC der Ionen mit aufgerissenen Hydrathiillen 
in Betracht ziehen. Wenn ein Wiirfel nur in einer Ebene wachst, dann entstehen 


: blattchenférmige Kristalle, wenn jedoch das Wachsen sich nur an den einander 


gegeniiber liegenden Flachen vollzieht, dann kommen Siulen oder Nadeln 
zustande. Wenn schliesslich ein kleines Blattchen nur an den beiden gegen- 
iiber liegenden Kanten weiterwachst, dann erhalten wir langliche Blattchen. 
Der Grund fiir diese verschiedenartigen Wachstumsformen liegt wohl darin, 
dass die Konzentration AC der einbaufahigen Ionen klein ist. Durch einen 
mechanischen Eingriff wird gerade die Zahl dieser Ionen bedeutend vermehrt. 
Ist namlich der Wert AC klein, dann wird der urspriingliche Wiirfel durch 
den sich auf ihn ausscheidenden Stoff verlangert, wobei das freiwerdende 
Lésungsnhittel die unmittelbare Umgebung des Wiirfels verdiinnt. Durch 
den ausgeschiedenen Stoff verlangert sich also der Wiirfel und wachst in 
einen solchen Raum hinein, wo die Konzentration AC des gelésten Stoffes 
noch héher ist. Dieser Vorgang wiederholt sich wahrend der Kristallisation 
standig sowohl bei den Wiirfeln als auch bei den Blattchen. 

Auch der Wachstumsmechanismus der spiralférmigen Kristalle scheint 
mit der Ionenkonzentration AC in Verbindung zu stehen. Die Bildung der 
Spiralen ist namlich die letzte Phase nach der Lawine und spielt sich ab, 
wenn die Konzentration AC bereits am niedrigsten ist. Beziiglich der Ent- 
stehung der hier besprochenen Spiralkristalle vertritt JESZENSZKY die Ansicht, 
dass im urspriinglichen Keim, bzw. im urspriinglichen Blattchen eine FRAanK— 
ReabDsche Dislokation entsteht, die dann im ganzen Kristall erhalten bleibt. 
Diese Ansicht steht im Einklang mit unseren heutigen Kenntnissen tiber den 
Spiralwachstum. Sie wird weiterhin auch dadurch wahrscheinlich gemacht, 
dass die spiralférmigen Nadeln nicht stabil sind da sie sich, wenn sie auf 
den Boden des Gefasses gelangt sind, dort auflésen, wahrscheinlich deswegen 
so leicht, weil sie mit den erwahnten Fehlstellen behaftet sind. 

Es ist auch zu iiberlegen, warum die nadelfé6rmigen Kristalle nach dem 
Erreichen einer bestimmten Lange aufhéren weiterzuwachsen. Das kann 
damit erklart werden, dass an den Enden der Kristalle Verunreinigungen, 
adsorbierte Fremdatome oder -ionen das weitere Wachsen an den aktiven 
Spitzen verhindern. 

9. Schliesslich miissen wir noch eine Versuchsreihe beziiglich der Ent- 
stehung von Kristallkeimen erwahnen. In der Literatur liegen einige Angaben 
dariiber vor, dass die aus einer Schmelze entstehenden Kristallkeime dadurch 
beeinflusst werden, dass die Schmelze vorangehend bedeutend iiber den 
Schmelzpunkt erhitzt wurde. Auf Grund friiherer Versuche mit Salol ent- 
steht unter gegebenen Bedingungen aus der abgekiihlten und unterkihlten 
Schmelze, die vorher weit iiber den Schmelzpunkt erhitzt wurde, eine kleinere 
Anzahl von Keimen als aus einer anderen Schmelze, die vorher nur einige 
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Grade iiber den Schmelzpunkt erhitzt wurde. Die Versuche von JESZENSZKY 
mit V,0, in unserem Institut liefern weitere Belege zu diesen Befunden. 
JeszENszky konnte beobachten, dass ein Kristall in der V,0;-Schmelze nach 
Schmelzen und kurz darauffolgender Abkiihlung sich an derselben Stelle mit 
derselben Orientation wieder ausschied, wo er kurz vorher in der Schmelze 
verschwunden war. 
Einen ahnlichen Versuch fihrten wir mit zwei vollstandig gleichen 
KBr-Lésungen in abgeschlossenen Ampullen durch. Wir erwarmten sie bis 
etwa 70° C, d. h. bis zur vollstandigen Auflésung. Danach wurde die eine 


Abb. 10. Die Kristallisation der tiberhitzten und nicht iiberhitzten Lésungen 
unter sonst gleichen Bedingungen 


Lésung auf 70° C gehalten, die andere dagegen bis 100° C weiter erhitzt, dann 
langsam wieder auf 70° C abgekihlt und schliesslich wurden beide Ampullen 
gemeinsam in ein Wasserbad gesetzt zur weiteren langsamen Erniedrigung 
der Temperatur. Es zeigten sich in den beiden Ampullen wesentliche Unter- 
schiede sowohl in der Keimbildung als auch in der Zahl und in der Erschei- 
nungszeit der Nadeln und Blattchen. Abb. 10 zeigt diesen Vorgang in einer 
spdteren Phase und die Tatsache, dass die Ausscheidung in der vorher iiber- 
hitzten Lésung wesentlich anders vonstattengeht. 

Diese Beobachtung ist schon deswegen interessant, weil nach den 
theoretischen Rechnungen von T. HoFFMANN[5] in einer Schmelze etwa 20 A 
grosse Kristalle auch itber dem Schmelzpunkt lange stabil sein kinnen. Wenn 
dies so ist, dann bleiben in der Lésung bei der Sattigungstemperatur, wenn 
sich bereits alles aufgelést hat, winzige Kristalle zuriick, die wahrend der 
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Abkiihlung als Ausgangszentren der Kristallkeime dienen kénnen. Infolge 
einer weiteren Erwarmung gehen dann diese kleinen Kristalle in Lésung, 
weshalb bei der Abkiihlung die neuen Keime viel schwerer zustandekommen. 
Unsere Versuche weisen also darauf hin, dass auch in Lésungen ein ahnlicher 
Vorgang méglich ist wie ihn T. HorrMann fiir die Schmelzen theoretisch 


ableitete. 


Zusammenfassung 


Die Versuchsergebnisse kénnen folgenderweise zusammengefasst werden : 
, 1. Es wird ein Verfahren beschrieben mit dessen Hilfe aus KBr- und 
NaCl-Lésungen unter bestimmten Bedingungen feine nadel- und blattchen- 
formige Kristalle hergestellt werden kénnen. Diese Kristalle weisen nicht 
etwa auf verschiedenartige Kristallkeime sondern darauf hin, dass sie aus 
denselben Kristallkeimen nach den bekannten Kristallwachstumsregeln 
infolge der verschiedenen Konzentrationsverhdltnisse entstehen. 

2. Wahrend der Abkiihlung der Lésungen kénnen mittels mechanischer 
Strémungen (starkes Schiitteln oder Riihren) solche Zustande hervorgerufen 
werden, bei denen die Kristallkeimbildung lawinenartig vorsichgeht. Diese 
Vorgiange scheinen die Annahme zu bekraftigen, dass in der Lésung sich auf 
gréssere Gebiete erstreckende strukturelle Zusammenhange vorhanden sind. 
Die lawinenartige Kristallisation wurde erklart. 

3. Unter bestimmten Bedingungen, u. z. ebenfalls im Zustand einer 
kleinen Ubersattigung, wurde die Bildung von spiralférmigen Nadelkristallen 
beschrieben. Das Wachsen dieser Kristalle vollzieht sich im Sinne des FRANK— 
ReaDschen Prinzips und wird wahrscheinlich durch die in der Lésung befind- 
lichen Verunreinigungen verursacht. 

4. Die Erwarmung iiber die Sattigungstemperatur ruft einen Zustand 
hervor, welcher das spatere Benehmen der Lésung wesentlich beeinflusst. 
Das besagt, dass bei der Sattigungstemperatur noch winzige Kristallite in 
der Lésung verbleiben kénnen, die sich nur bei einer héheren Temperatur 
auflésen. 

Filmaufnahmen von den einzelnen Phasen der Erscheinungen machen 
die beschriebenen Vorgange sehr anschaulich. 

Ich danke auch an dieser Stelle Herrn B. JeszENszky fiir wertvolle Dis- 
kussionen wahrend meiner Arbeit, Herrn I. SArvArr fiir die sehr genaue und 
grosse Geduld beanspruchende Durchfiihrung der Anweisungen und Frau 
K. Szompartny fiir ihre Ausdauer und Gewissenhaftigkeit bei den Photo- und 
Filmaufnahmen. 

Die Versuche wurden von der III. Abteilung der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften finanziell unterstiitzt, wofiir ich hier meinen besonderen 
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HABJIONEHHA 3A OBPASOBAHHEM 3APO]bIUEM KPHCTAJIJIOB B BOJIHbIX 
PACTBOPAX KBr UW NaCl 


3. TbIOJIAH 


PeswmMe 


Pacrsoppt KBr sBbigqepoKuBaloT TemlepatTypy WepeoxsaxKqeHHA MpHmMepHo B 20 °C. 
OHaKO IPH Me[JIeHHOM MepeoxaxKeHH OOpasyeTcA Maso 3aposbIeH MU UZ0bITOK MaTepHasia 
BbIfeAeTCA Ha KPHCTaswaxX, HAaXOJAWIMXcA Ha WHe MOcyfa. B pesyibTaTe CHJIbHOrO CMeLIH- 
BaHHA WIM TpACeHHA B MepeOXJaKeHHBIX, T. €. MepeHaCbINIeCHHbIX PacTBOpax HauyMHaeTcH 
MHTeHCHBHOe OOpasoBaHHe sapogbilel. OOpa3s0BaHve 3apomblilel HAYMHAeTCA MOCTeMeHHO, 
mocue 4ero yCusIMBaeTCA JAaBMHOOOpasHO, HaKOHEL, MeJJIeEHHO MIpeKpallaeTcaA. Beigensroumecsa 
KpHCTasIbl, OCOOeHHO B TocweqHeM NepHoye, HMeIOT BH AJIMHHBIX HTONOK MW MW1acTHHOK, 
B KOTOPbIX IPH COOTBETCTBEHHOM OCBeLIeCHHM OOHAPyKHMBaeTCA HHTepepeHUMOHHaA KapTHHa 
TOHKMX TJIaCTHHOK. 

Tlocne aBHHbI NOABIIAIOTCA KPUCTAJVIbI-HTOIKH, HMeouve PopMy cuupamu. OOpasoBaHue 
JaBMHbI yKa3bIBaeT Ha TO, YTO pacTBOp MMeeT HeycToiuMBy! crpyKTypy. B cTaTbe oObACHA- 
eTCA HeyCTOMYMBaA CTpyKTypa, a TakoKe WM OOpPas0BaHHe JIaBHHBl. 

CnupanooOpasubie HOIKM MpecTaBsIAIOT COOOH MHTepecHble POPMbI CIMpaNbHOrO pocta 
MexaHu3Ma OpanKa—Pupa. 


UBER DIE ELEKTRONENKORRELATION 
IN DER EIGENFUNKTION DES GRUNDZUSTANDES 
DES WASSERSTOFFMOLEKULS 


ee 
f 


Von 


F. BErencz 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Vorgelegt von A. Kénya. — Eingegangen: 30. III. 1959) 


Die ‘Elektronenkorrelation wurde in den Eigenfunktionen der quantenmechanischen 
Berechnungen des Wasserstoffmolekiils gepriift. Sowohl die exakten wie auch die halbempi- 
rischen Eigenfunktionen werden in die Gruppen der die Elektronenkorrelation explizit und 
implizit enthaltenden Eigenfunktionen eingeteilt. In der ersten Gruppe werden die VB- und 
die MO-Rechnungen, in der zweiten Gruppe die CMO-Rechnungen betrachtet. 


Einfiihrung 


Der Themenkreis der quantenmechanischen Berechnungen des Wasser- 
stoffmolekiils blickt auf eine beinahe drei Jahrzehnte lange Vergangenheit 
zuriick. Obgleich das Problem von JAMES und CooLIpGE im Rahmen der 
Variationsrechnung gelést wurde, ist dieses Thema auch heute noch aktuell, 
einerseits wegen der Vereinfachung der Rechnungen, anderseits wegen der 
Klarung der mathematischen Naherungen von immer mehr Standpunkten, 
was fiir eine Behandlung komplizierter Molekiile sehr wesentlich ist. Im allge- 
meinen wird man bemerken, dass jene Resultate sich dem empirischen Wert 
besser nahern, die sich auf Grund solcher Eigenfunktionen ergeben haben, 
die die Tendenz der Elektronen beriicksichtigen, voneinander wegen ihrer 
gegenseitigen Abstossung entfernt zu bleiben, d. h. in welchen Eigenfunktionen 
Elektronenkorrelation vorhanden ist. Deshalb wird es also nicht uninteressant 
sein, die Berechnungen des Wasserstoffmolekiils von dem Gesichtspunkt aus 
zu iiberpriifen, wie die Elektronenkorrelation in den einzelnen Eigenfunktionen 
auftritt, einerseits erganzend, anderseits die diesbeziiglichen Forschungen 
von Davies systematisierend [1]. Die Eigenfunktionen werden in zwei grosse 
Gruppen eingeteilt : in die Gruppen der exakten und halbempirischen Eigen- 
funktionen. Alle Parameter der exakten Eigenfunktionen werden auf Grund 
quantenmechanischer Methoden bestimmt, in den halbempirischen Eigen- 
funktionen sind aber auch auf experimentellen Ergebnissen beruhende, 
willkiirliche Parameter vorhanden. Sowohl die exakten wie auch die halb- 
empirischen Higenfunktionen werden vom Gesichtspunkt der Elektronen- 
korrelation aus in die Gruppen der die Elektronenkorrelation explizit und 


implizit enthaltenden Eigenfunktionen eingeteilt. 
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1. Exakte Eigenfunktionen mit impliziter Elektronenkorrelation 


Es ist wohlbekannt, dass zuerst HerrLer und Lonpon [2] beziiglich 
des Wasserstoffmolekiils quantenmechanische Rechnungen mit der die 
gewohnliche Atombindung representierenden VB- (valence bond) Eigen- 
funktion durchfihrten : 


W = 1s, (1) 1s, (2) + 1s, (2) 1s, (1), (1) 


wo Is, und Is, Wasserstoffeigenfunktionen bezeichnen, die auch Atombahnen 
genannt werden, weil sie das Verhalten eines einzigen Elektrons im Kraftfeld 
eines einzigen Kernes beschreiben. Diese Autoren haben mit dieser Arbeit 
die Theorie der homéopolaren chemischen Bindung begriindet. Obgleich 
nur die obere Grenze des Austauschintegrals der Gestalt { [Is,(1) Isq(2) 1s,(1) 
<Is,(2)/r,2] dt vonihnen bestimmt wurde, erhielten sie doch dasselbe Resultat 
wie etwas spater Sucrura [3], der mit der Neumannschen Reihenentwick- 
lung [4] exact rechnete : 


D = 3,16 eV und R = 0,80 A. 


In der VB-Eigenfunktion kommt die Elektronenkorrelation dadurch 
zum Ausdruck, dass der Wert der Funktion in jener Konfiguration, in der 
sich die Elektronen bei den verschiedenen Kernen befinden, grésser ist, als 
in der Konfiguration, in der sich die beiden Elektronen bei demselben Kern 
befinden ; d. h. jene Elektronenkonfiguration hat bei der Bildung des Wasser- 
stoffmolekiils eine gréssere Wahrscheinlichkeit, bei der sich das erste Elektron 
beim Kern a, das zweite beim Kern 6, bzw. das zweite Elektron beim Kern 
a und das erste beim Kern 6 befindet. Um das zu beweisen, nehmen wir jene 
Konfiguration an, in welcher sich das erste Elektron beim Kern a befindet : 
d. h. rg, < r,. Gleichzeitig wurde nachgewiesen, dass das zweite Elektron 
sich in dieser Konfiguration nur beim Kern 6 befinden kann: d. h. rpg < rp. 
Es sei rg; +175; = konst und rg +75, = konst. Fiihren wir die folgenden 
Bezeichnungen ein : ray + rp. = M und rg, + 1p, = N. Nach unseren Voraus- 
setzungen ist M + N= K(=konst), und es sei M — N = Z. Mit diesen 
Gréssen hat die VB-Eigenfunktion die folgende Gestalt : 


Y— exp K + =| a ex > ox ” 


») 


~ 


Durch einfache Extremrechnung kann man sich tiberzeugen, dass diese 
Funktion beim Ort Z = 0 ein Maximum hat, weshalb mit wachsendem Z 
die Funktion ¥Y auch zunimmt. Dagegen ist es aber aus der Definition von 
Z klar, dass im Falle ry. < ray der Wert von Z grisser ist als im Falle Fag SOV: 
deshalb wird auch die VB-Eigenfunktion im Falle Tog < Tag grésser als im 
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Falle rag < ry; dies bedeutet aber, dass die Elektronenkonfiguration, bei 
der sich die Elektronen bei den verschiedenen Kernen aufhalten, mit grésserer 

; _ Wahrscheinlichkeit auftritt. Allerdings kann durch Ausrechnung der Norm 
“der Eigenfunktion festgestellt werden, dass bei der Molekiilbindung die 
_ Elektronenwolken sich so umrichten, dass zwischen den Atomkernen die 
_ Elektronendichte wesentlich zunimmt. 

Das Resultat He1rLeRs und Lonvons trachtete Wane [5] dadurch zu 
_verbessern, dass er in die VB-Eigenfunktion die sogenannten FINKELSTEIN— 
_Horowirzschen modifizierten Atombahnen [6] einfiihrte. Diese Autoren 

fiihren in die Wasserstoffatomeigenfunktionen einen Skalenfaktor z ein, 
welcher deshalb effektive Kernladungszahl genannt wurde, weil die Atom- 
funktionen Is,(i) = exp (— rq) und Is;(i) = exp (— 2r,;) das Verhalten der 
im von der Ladung ze entstehenden Kraftfeld sich bewegenden Elektronen 
beschreiben. Die effektive Kernladungszahl wurde von Wane als Variations- 
parameter betrachtet und sein Wert wurde aus der Minimumsforderung der 
Energie bestimmt. Die Resultate von Wancs Einparametervariationsver- 


fahren sind 
D = 3.76 eV und D = 0,76 A. 


In der Waneéschen Eigenfunktion ist offenbar dieselbe Elektronen- 
korrelation vorhanden wie in der HEirLER—Lonponschen, da der obige 
Gedankengang auch fiir die z-mal griésseren Werte der vorigen Gréssen aus- 
gefiihrt werden kann. Allerdings bringen die FINKELSTEIN— HorowirTzschen 
Bahnen die Elektronen naher zu den Kernen, weshalb die Elektronenwolken 
sich in gewissem Masse zwischen die Kerne verschieben lassen. 

Rosen [7] versuchte eine Verbesserung der Wancschen Eigenfunktion 
dadurch erhalten, dass er anstatt der FINKELSTEIN— HorowitTzschen modi- 
fizierten Atombahnen die Hybridbahnen der Gestalt (ls + y 2p,) beniitzt. 
Da die 1s-Eigenfunktionen bekanntlich kugelsymmetrisch sind, die 2p- 
Eigenfunktionen aber die Form sich einander beriihrender Kugeln mit einem 
Wertevorrat von entgegengesetztem Vorzeichen haben, entspricht ihre Super- 
position einer solchen asymmetrischen Elektronenverteilung, in welcher die 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen zunimmt 
und an den Enden des Molekiils abnimmt. Diese Tatsache entspricht dem 
Bild, dass die Elektronenwolken der einzelnen Wasserstoffatome in der Nihe 
des anderen Atoms polarisiert werden. In den Hybridbahnen ist y ein Varia- 
tionsparameter und auf Grund des Zweiparametervariationsverfahrens erhielt 


Rosen die Resultate 
D = 4,02 eV und R = 0,75 A. 


Ks bendtigt keiner Erklarung, dass in dieser Eigenfunktion auch die HEITLER— 
Lonponsche Elektronenkorrelation vorhanden ist. 
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Die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils wurde von GURNEE 
und Macee [8] sehr interessant berechnet. Diese Autoren setzen in der WANG- 
schen Higenfunktion die Zentren der FINKELSTEIN— HorowitTzschen Atom- 
bahnen nicht in Kern a und b, sondern in die auf der Kernverbindungslinie 
zwischen den Kernen a und 6 liegenden Punkte c und d, welche von a und 
b gleich weit entfernt (= x) sind: 


W = 1s, (1) 1s, (2) + 1s, (2) 1s, (1). (2) 


Die Entfernung x wird als Variationsparameter betrachtet und auf Grund 
eines Zweiparametervariationsverfahrens ergeben sich die folgenden Resul- 
tate: 


D = 4,16 eV und R = 0,77 A. 


In dieser Eigenfunktion kommt die Elektronenkorrelation dadurch zum 
Ausdruck, dass die Elektronen sich zwischen den Kernen langere Zeit auf- 
halten als in dem Raum ausserhalb der Kerne. Wie man sieht, ist diese Elektro- 
nenpolarisation viel wichtiger als die RosEensche Polarisation, da sie eine 
Dissoziationsenergiekorrektion von dem Wert 0,39 eV lieferte, wahrend diese 
Korrektion bei Rosen nur den Wert 0,26 eV erreichte. 

Inut [9] modifizierte die VB-Eigenfunktion mittels der sogenannten 
Skalenfaktorpolarisation. In der Waneschen Eigenfunktion ging er yon 
den rechtwinkligen Koordinaten zu den sich der Natur des Problems moéglichst 
gut anpassenden elliptischen Koordinaten iiber 


(ia (79; - T1)/R; 2 (rai — T,;)/R und Vi» 


und dann fiihrte er anstatt der Funktionen 1s, und 1s, die folgenden Aus- 
driicke ein : 


; R 

Ls, = Oxe le a + *)| —> exp [— (au + by,)], 
, Pee 

ls, = exp | = a —~ »)| > exp [— (au — By,)], 


wo a und f Variationsparameter bezeichnen. Die Invutsche Eigenfunktion hat 
also die folgende Gestalt : 


# = exp [— a (1, + m)] {exp [— B (>, + »,)] exp [8p >)] ees 


ss 
g. 
s 
q 
- 
F 
; 
; 
$ 


- 
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Die Resultate dieses Zweiparametervariationsverfahrens sind 


D = 4,06 eV und R = 0,76 A. 


Die in der Eigenfunktion vorhandenen Glieder mit » sichern die Tendenz 
der Elektronen, sich bei verschiedenen Kernen aufzuhalten. Wenn namlich 
die Bezeichnung », — 7, = 2 eingefiihrt wird, so lasst sich mit einfacher 


_ Extremrechnung leicht nachweisen, dass die Funktion 


F(z) = exp (— fz) + exp (2) 


am Ort z = 0 ein Minimum hat; wenn also z zunimmt, nimmt F(z) auch 
zu und wo z ein Maximum hat, hat F (z) auch ein Maximum. Aus der Defini- 
tion von z ist es klar, dass sein maximaler Wert 2 ist und diesen erreicht z, 
wenn sich die Elektronen auf der Kernverbindungslinie an der dusseren Seite 
der Kerne placieren. 

Demgegeniiber kommt der Effekt der Glieder mit mw durch eine Ver- 
grésserung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen entlang der 
Kernverbindungslinie zwischen den Kernen zum Ausdruck (4, + (fg ist hier 
nimlich am kleinsten). Mit wachsendem a bzw. 6 vergréssert sich also entlang 
der Kernverbindungslinie bzw. um die Kerne die Elektronenladungsdichte. 
Es ist also unzweifelhaft, dass in dieser Eigenfunktion auch die HEITLER— 
Lonponsche Elektronenkorrelation vorhanden ist. 

Ebenfalls befindet sich eine Skalenfaktorpolarisation in der Higen- 
funktion MuELLERs und EyrinéGs [10], von denen aber auch die in der VB- 
Eigenfunktion vorkommenden Atombahnen durch die folgende Substitution 
polarisiert werden : 

Is’ ~ 1s/, + A1s,, 


Is, ~ Als, + Is; 
Diese Atombahnen wurden verzerrte Atombahnen genannt, weil der Faktor 


2 in der Atombahn in der Nachbarschaft des anderen Atoms ein Maximum 


herstellt. 


Es wurde aber von Covutson und FiscueR nachgewiesen, dass die VB- 
Eigenfunktion. mit den verzerrten Atombahnen in die WEINBAUMSsche Higen- 
funktion iibergeht, d. h. die Eigenfunktion hat ausser den homéopolaren 
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Gliedern auch ionische Glieder. Deswegen zeigt also die MUELLER— Eyrineésche 
Eigenfunktion viel Ahnlichkeit mit der LCAO-Molekilbahn und wird gewéhn- 
lich semilokalisierte Bahn genannt. Die auf Grund des Dreiparametervaria- 


tionsverfahrens erhaltenen Resultate sind : 


D = 4,20 eV und R = 0,74 A. 


Die mit den obigen Eigenfunktionen erhaltenen Werte nahern dem 
empirischen Wert nur bis zu 88,7°%-en. Die Ursache der ziemlich grossen 
Abweichung besteht in der Methode selbst. Die HrrrLER—LoNpDoNsche 
Methode geht namlich von den Bahnfunktionen der Atome aus und beriick- 
sichtigt nachtraglich als Perturbation die Umrichtung der Elektronenwolken 
der Atome im Molekilbindungszustand. Die Umrichtung der Atomhiille 
kann aber nur bei grossen Atomentfernungen wirklich als Perturbation ange- 
nommen werden, und da im Wasserstoffmolekiil die Entfernung der Atome 
klein ist, kann die VB-Methode kein befriedigendes Resultat geben. 

Um die Abweichung vom empirischen Wert zu verringern, wurden die 
Atombahnen auf die Anregung Hunps [12], MULLIKENs [13], Hitcxexs [14] 
und LENNARD-JONEs [15] durch Molekiilbahnen in den Eigenfunktionen 
vertauscht. Das Wesen der Molekiilbahnmethode besteht darin, die Anordnung 
der Atomkerne als bekannt anzunehmen und zu untersuchen, wie sich die 
einzelnen Elektronen in dem durchschnittlichen, von den positiven Kernen 
und von den anderen Elektronen hervorgerufenen Potentialfeld verhalten. 
Wenn man die Molekiilbahnen der einzelnen das Molekiil aufbauenden Elektronen 
Mit 1, Yo +--+» Yn bezeichnet, wird die Eigenfunktion des Molekiils laut der 
obigen Autoren auf Grund des Modells der Eigenfunktionen der freien Systeme 
in folgender Weise konstruiert : 


Yow, ... w. (4,) 


Die Molekiilbahnen der einzelnen Elektronen lassen sich aber als Linear- 
kombination der einzelnen Atombahnen aufschreiben: LCAO (Linear Com- 
bination of Atomic Orbitals)-Methode. 

Im Falle des Wasserstoffmolekiils hat die Molekiilbahn des ersten Elek- 
trons nach der LCAO-Methode die Gestalt y, = Is,(1) + 1s,(1) und diejenige 
des zweiten Elektrons ist py, = 1s,(2) + 1s,(2), damit erhalt die Molekiilbahn 
des totalen Wasserstoffmolekiils die folgende Gestalt : 


¥ =P, .W, = [1s, (1) + 1s, (1)] [1s,(2) + 1s, (2)] = 


5 
= Is, (1) 1s, (2) + 1s, (2) 1s, (1) + 1s,(1) 1s, (2) + 1s, (1) 1s,(2). . 


| 


: 
: 
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Diese Eigenfunktion erscheint deshalb besser als die VB-Eigenfunktion, 
" weil sie ausser den die gewohnliche Atombindung reprasentierenden Gliedern 
auch die den H; — H; und H; — H;'-Ionenstrukturen entsprechenden 
Glieder enthalt, und auf diese Weise werden die miglichen Elektronenkon- 
7 figurationen, bei denen sich beide Elektronen entweder beim Kern a, oder 
_ beim Kern b befinden, auch beriicksichtigt. 

HELLMANN [16] rechnete mit der Molekiilbahn (5) nur annahernd und 
erhielt die folgenden Resultate : 


D ~ 2,65 eV und R ~ 0,85 A; 
Coutson [17] fiihrte die Rechnungen exakt durch und erhielt die Resultate : 
D = 2,681 eV und R = 0,85 A. 


Diese Rechnungen zeigen, dass die LCAO-Methode eine ziemlich rohe Annihe- 
rung ist. Man versuchte zuerst sie durch die Modifikation der Molekilbahnen 
der einzelnen Elektronen zu verbessern. WEINBAUM [18] bildete die Molekiil- 
bahnen der einzelnen Elektronen als Linearkombination der FINKELSTEIN— 
Horowirzschen Atombahnen und erhielt auf Grund des Einparameter- 
variationsverfahrens die Resultate : 


D = 3,47 eV und R = 0,73 A. 


Dieselben Rechnungen wurden auch von Covtson [17] in voller Uberein- 
stimmung mit den obigen durchgefihrt. 

Spater wurden die Molekiilbahnen der einzelnen Elektronen von CouLson 
[19] in Jamesschen Bahnen [20] der Gestalt 


bi = exp (— 2Ru,)- (ee av?), (6) 
respektive in modifizierten JAMESschen Bahnen der Gestalt 


v= exp (—aRu) (1 + av? + bu), 
Y= exp (— zRy;) (1+ av? + bu; + cy?), (7) 
W = exp (— zRu,) (1+ av? + bu; + cu? + du; 77) 


angenommen, und es ergaben sich auf Grund der Self-consistent field-Methode 
beim empirischen Kernabstand fiir die Dissoziationsenergiec die Werte: 


3,096 eV, 3,535 eV, 3,540 eV (geschatzter Wert) und 3,603 eV. Mit diesen 
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Rechnungen machte COULSON die Feststellung, dass 3,63 eV der beste Wert 
sei, der sich auf Grund der Molekiilbahnrechnungen ergeben kann. 

Der Verfasser [21] modifizierte die MO-Eigenfunktion [18] durch die— 
Inutsche Skalenfaktorpolarisation. Seine Resultate sind : 


D = 3,60 eV und R = 0,76 A. 


Die Resultate des Verfassers und Inuts sind in vollkommener Ubereinstim- 
mung mit den auf Grund der Molekilbahn erhaltenen WEINBAUMschen und 
mit den Wancschen Resultaten, welche die Annahme bekrfaftigen, dass die 
durch die heteropolaren Glieder charakterisierten Zustande in der Higen- 
funktion nicht sehr stabil sind. 

In den obigen MO-Eigenfunktionen kommt keine Elektronenkorrelation 
vor. Die LCAO-Eigenfunktion setzen die Elektronen mit gleicher Wahr- 
scheinlichkeit in die Nachbarschaft der beiden Kerne, und die MO-Methode 
nimmt an, dass zwischen den Elektronen keine Wechselwirkung vorhanden ist. 

Die mit den auf Grund der LCAO-Methode aufgebauten Molekiilbahnen 
erhaltenen Resultate sind noch nicht befriedigend. Die Ursache muss man 
darin suchen, dass in der MO-Eigenfunktion solche Glieder vorkommen, die 
instabile Zustande charakterisieren. Bei dem Wasserstoffmolekiil ist namlich 
die Kernladung nicht griésser als die Elektronenladung, und infolge ihrer 
Wechselwirkungen befinden sich die Elektronen in der Nachbarschaft ver- 
schiedener Kerne. Darum wird iiblicherweise in die Eigenfunktion (5) ein 
Faktor x eingefiihrt, der das Verhiltnis des heteropolaren Gliedes zu dem 
homdopolaren Glied reguliert : 


W = 1s, (1) 1s, (2) + 1sy (2) 1s, (1) + x [Isq(1) 1s, (2) + 1s, (1) 1s,(2)]- (8) 


Ks ist tiblich, diese Eigenfunktion WeInBAUMsche Eigenfunktion zu nennen. 
WEINBAUM [22] nahm x als Variationsparameter und erhielt auf Grund des 
Einparametervariationsverfahrens die Resultate 


D = 3,23 eV und R — 0,88 A. 


Dann verwendete er anstatt der Atombahnen FINKELSTEIN— Horow1tTzsche 


Bahnen und erhielt auf Grund des Zweiparametervariationsverfahrens die 
Resultate 


D = 4,0 eV und R = 0,77 A. 


In diesen beiden Naherungsfunktionen ist die Elektronenkorrelation 
wieder vorhanden. Wenn namlich die Elektronen sich voneinander unab- 


hangig bewegen wiirden, d. h. wenn sie sich wegen ihrer Wechselwirkung 
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"_gegenseitig nicht abstossen wiirden, so hatten die zwei Konfigurationen, in 
denen sich die Elektronen bei demselben Kern oder bei verschiedenen Kernen 
_befinden, dieselbe Wahrscheinlichkeit. Wegen der Wechselwirkung der Elek- 
_tronen wird aber die Wahrscheinlichkeit jener Elektronenverteilung kleiner 
werden, bei der sich beide Elektronen bei demselben Kern befinden, und so 
-nimmt das Gewicht der Strukturen Hj? —H; und Hz — H; ab. Diese 
_Tatsache kommt in der Naherungsfunktion dadurch zum Ausdruck, dass 
der Wert von x zwischen 0 und 1 fallt. Da der Wert von x (= 0,256) naher 
zu 0 als zu 1 ist, kann man sagen, dass das VB-Bild im Falle des Wasserstoff- 

molekiils zum Beschreiben des Molekiilzustandes geigneter ist als das MO- 
Bild. 

Spater verwendete WEINBAUM im homdopolaren Teil der Eigenfunktion 
anstatt der FINKELSTEIN — Horowirzschen Bahnen die RosENschen Hybrid- 
bahnen, um eine weitere Verbesserung der Resultate [23] zu erhalten und 
damit wird die Dissoziationsenergie um 0,10 eV tiefer [23] : 


D = 4,10 eV und R = 0,77 A. 


Da sich die Elektronenwolken in den Ionenzustanden sicher weit- 
gehenderweise polarisieren lassen, ist die RosrNnsche Korrektion in dem 
heteropolaren Teil der mit den FINKELSTEIN—Horowirzschen Bahnen 
aufgebauten WerEINBAUMschen Eigenfunktion auch von Bedeutung. Unter 
diesen Umstanden ware es auch von Interesse, die Korrektion konsequent 
durchzufiihren, deswegen wurden vom Verfasser [24] die Hybridbahnen auch 
in den heteropolaren Teil der vorigen Eigenfunktion eingebracht. Die Resul- 
tate waren : 


D =4,15 eV und R = 0,76 A. 


In diesen beiden Eigenfunktionen wird diejenige gegenseitige Polarisa- 
tion der Wasserstoffatome in Betracht gezogen, welche mit der Kernverbin- 
dungslinie parallel ist, die Elektronen werden im Bindungszustand in den 
Raum zwischen den Kernen kondensiert, und die instabilen Ionenzustande 
werden im richtigen Masse beriicksichtigt. Deswegen wurde die Dissoziations- 
energie betrachtlich tiefer. 

Einer ganz neuen Art der Elektronenkorrelation stehen wir in der 
Arbeit von LENNARD-JONES und PopLeE [25] gegentiber, die ihre Higen- 
funktion durch Modifizierung der mit den Frnketstern— Horowrirzschen 
Bahnen aufgebauten WEINBAUMSschen Eigenfunktion erhielten : 


W = 1s) (1) 1s, (2) [1 + a2? roy Foo Sin Jg1 Sin Opp Cos (Py — Ya) + 
+ 1s’ (2) Is, (1) [1 + a2? rag rpy Sin Og Sin Jp; COS (~, — 9) + (9) 
+ x [1s, (1) 1s, (2) + Is,(¥) 1s, (2)], 
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wo 6 die Winkel wischen der Molekiilachse und der von den Kernen zu den 
Elektronen gezogenen Linien bezeichnen; y ist der Azimut, d. h. der Dreh- 
winkel um die Kernverbindungslinie. Diese Verfasser arbeiteten also mit 


einem Dreiparametervariationsverfahren mit dem Resultat 


D= 4,16 eV. 

In dieser Eigenfunktion ist die Elektronenkorrelation dadurch vorhan- 
den, dass die Elektronen durch den Effekt der Glieder sin 6, sin dog cos (~1— G2) 
und sin dg sin dp, Cos (py — y) auf die beiden Seiten der Molekiilachse deponiert 
und voneinander fern gehalten werden. Die Energie erreicht namlich fiir das 
negative a ihren tiefsten Wert. Die Wellenfunktion wird also grésser, wenn 
cos (~, — Y) negativ ist, d. h. wenn g, und gq, voneinander um 180° abweichen. 
Dieser Zustand stellt sich dann ein, wenn sich die Elektronen zu beiden Seiten 
der Molekiilachse placieren. Anderseits verschwinden die in der Eigenfunktion 
vorkommenden Glieder, die a enthalten, wenn ein Elektron zu der Molekiil- 
achse gelangt. Der Effekt der a enthaltenden Glieder ist wirklich die zu 
Beginn dieses Absatzes betonte Elektronenkorrelation. Diese Elektronen- 
korrelation wird gewéhnlich Azimutalelektronenkorrelation genannt. 

HIRSCHFELDER und LINNETT [26] rechneten mit einer solchen modifizier- 
ten Molekiilbahn, bei der die momentane gegenseitige Polarisation der beiden 
Atome auch dann in Betracht gezogen werden kann, wenn der Kernabstand 
gross ist : 


Y = 1s, (1) 1s, (2( [1 FO? (X94 X59 + Yar Yon) + BZ? (201 2p) + 
+ 1sq (2) 1s, (1) [1 + a2? (X92 X51 + Yao. ¥o1) + B 2 (Za2201)] + (10) 
+ x [1s% (1) 1sf (2) + 1s, (1) 1s% (2)]- 


Diese Funktion weicht von der Wrrnpaumschen [21] insofern ab, als die 
gegenseitige Polarisation der Atome nicht nur in der Richtung der Molekiil- 
achse, welche mit der z-Achse des Koordinatensystems iibereinstimmt, in 
Betracht gezogen wird, sondern auch in der Richtung der x- und y-Achsen 
durch die Glieder, welche die Variationsparameter # und a_ enthalten. 
Lonpon [27] hat darauf hingewiesen, dass die Glieder dieses Typus fiir die 
zwischen den Atomen wirkenden van der Waalschen Krafte verantwortlich 
sind ; fiir diese aber ist bekannt, dass sie nur bei grossen Atomentfernungen 
von Bedeutung sind. Diese Tatsache macht die Méglichkeit der Beriicksichti- 
gung der Polarisation auch bei grossen Kernentfernungen verstindlich. 
Die auf Grund der Vierparametervariationsverfahrens erhaltenen Resultate 
sind : 


D = 4,25 eV und R = 0,76 A. 


: 
‘ 
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In dieser Eigenfunktion ist durch die a enthaltenden Glieder die Azi- 


"mutalelektronenkorrelation vorhanden. Xq> Yar %q und x», yp, 2, bezeichnen 


_namlich die rechtwinkligen, von den Kernen a bzw. b gemessenen Koordinaten 
der Elektronen, und auf Grund des Zusammenhanges zwischen den recht- 


_winkligen und elliptischen Koordinaten [28] kommt in diesen Gliedern gp; vor 


R2 
%oa Xo + Yaa Yon = [(4% — 1) (w3 — 1) (1 — 22) (1 — 23)]¥? cos (p, — 9). 


Da sich bei den Rechnungen fiir a ein negativer Wert ergab, kann man auf 


Grund der bei LENNARD-JoNES und PopLe fiir die Winkel gy; gemachten 


F olgerungen feststellen, dass jede Elektronenverteilung die grésste Wahr- 
scheinlichkeit hat, wenn sich die Elektronen zu beiden Seiten der Molekiilachse 


_placieren. Bei der Minimisierung der Energie wurde auch f negativ. Da 2, 


und z, entgegengesetzte Richtungen haben, steigern die a enthaltenden Glieder 


die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen. 


Die Wichtigkeit der letzteren Tatsache kann bei GURNEE und MAcEE be- 
obachtet werden, und wahrscheinlich wird deshalb die Dissoziationsenergie- 
im Verhdltnis zu den Rechnungen von LENNARD-JONES und PoPpLE um 
0,09 eV besser. 

Nacamrya [29] berechnete ebenfalls die Dissoziationsenergie mit einer 
die Azimutalelektronenkorrelation enthaltenden Eigenfunktion der Gestalt 


1 
ales got oe E (oa + Hs) fe +, (My + Me) + 3% % + 


3 ee is) 
{57 ee. “ake (11) 
+ ¢; [(u? — 1) (u3 — 1) (1 — v2) (1 — 23)] 1? cos (7, — $2) 


und auch Isnicuro [30], dem beim Aufbau seiner Eigenfunktion die in 
elliptischen Koordinaten ausgedriickte Gestalt von riz vor Augen schwebte 


= exp [a (Hy + Ma)] {er + & (PE + 98) + 31% POs (Ma Me) + 
It 


fs (U8 + YB) og Hy Ma %4 % + &7 [(HE — 1) (4 — 1)(l—»})(l— (12) 
— ¥3) 1? cos (Y — 2) 


Thre Resultate waren 


D421 eV baw. D = 4,26 eV. 


A Acta Physica X/4. 
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Wir treffen eine ganz neuartige Eigenfunktion bei den Rechnungen 
KocxeEts [31] an, der mit einer Linearkombination von aus Wasserstoff- 
atomfunktionen aufgebauten Eigenfunktionen arbeitet : 


W = ay Wp + 4; Yi + by Vg + be Yo + Fs Ps» (13) 


wo w, die wohlbekannte VB-Funktion, y; der heteropolare Teil der WEINBAUM- - 
schen Funktion, y, die RoseNnsche Funktion und y, und y, die Glieder der 
HirscHFELDER— LINnNETTschen Funktion sind, welche in der WEINBAUMschen 
Funktion nicht vorkommen und den Faktor cos (y, — g:) enthalten, bzw. 
nicht enthalten. Auf Grund dieses Fiinfparametervariationsverfahrens ergeben 


sich die folgenden Resultate : 


D = 4,265 eV und R = 0,75 A. 


In dieser Eigenfunktion sind die HrerrLeEr—Lonponsche Elektronen- 
korrelation und die Azimutalelektronenkorrelation gleichmassig vorhanden, 
da sich a, bei den Rechnungen negativ ergaben. KocKEL vermutete urspriinglich 
einen besseren Wert fiir die Bindungsenergie, als ihn HIRSCHFELDER und 
LINNETT erreichten; seine Vorstellung verwirklichte sich wahrscheinlich 
deshalb nicht, weil in seiner Eigenfunktion dieselbe Elektronenkorrelation 
vorhanden ist wie in der Eigenfunktion HirscHFELDERs und LINNETTs. 


2. Exakte Eigenfunktionen mit expliziter Elektronenkorrelation 


Die auf Grund der Molekiilbahn durchgefiihrten Rechnungen haben 
neben ihren vielen Vorteilen auch den Nachteil, dass die Aufhaufung der 
Elektronen ohne Riicksicht auf die Atome im Molekiil méglich ist; die 
Elektronen bewegen sich nimlich der Annahme gemiass in einem durch- 
schnittlichen Potentialfeld, und die Wechselbeziehungen zwischen den Elek- 
tronen, d. h. Korrelation, wird vernachlassigt, da in der Eigenfunktion die 
gegenseitige Entfernung der beiden Elektronen (= 1r;,) fehlt. Die richtige 
Kigenfunktion hat also folgende Gestalt : 


te = IT yp, ITf (r;,:), 


wo y; die von den Koordinaten des i-ten Elektrons abhaingige Molekiilbahn 
bezeichnet; durch f(r;,;) wird die Wechselbeziehung zwischen den Elektronen 
beriicksichtigt. Die einfachste Gestalt der Funktion f(r) ist (l + pry), wo 
p ein Variationsparameter ist. In den im folgenden zu besprechenden Rech- 
nungen ergibt sich bei der Minimisierung der Energie der Parameter Pp immer 
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se Diese Tatsache spricht dafiir, dass beim Bindungszustand die Elektronen- 
konfiguration, bei der die Elektronen voneinander weiter entfernt sind, mit 
3 elmer grésseren Wahrscheinlichkeit auftritt, was die Méglichkeit keineswegs 
_ausschliesst, dass die Elektronendichte bei der Molekiilbindung zwischen 
_den Kernen wesentlich zunimmt. 

: Der Verfasser [32] erweiterte die Wanesche Eigenfunktion durch den 
_Korrelationsfaktor und auf Grund des Zweiparametervariationsverfahrens 
_ergaben sich die folgenden Resultate : 


D = 3,92 eV und R = 0,92 A. 


Frost und BRAuNSTEIN [33] modifizierten die aus den FINKELSTEIN— 
Horowirzschen Bahnen aufgebaute einparametrische Molekiilbahn mittels 
des Korrelationsfaktors (CMO - correlated molecular orbital). Die Resultate 
waren 


D = 4,11 eV und R — 0,71 A. 


Der Verfasser [34] rechnete ebenfalls die Dissoziationsenergie auf 
Grund der durch’ den Korrelationsfaktor erweiterten zweiparametrischen 
WEINBAUMschen Funktion, in welcher die FINKELSTEIN— HorowitTzschen 
Bahnen vorhanden sind. Die Resultate des Dreiparametervariationsverfahrens 


waren : 


D =—4,14 eV und R = 0,71 A. 


Der Verfasser [21] erweiterte ausserdem die mit der Skalenfaktor- 
polarisation von Inur modifizierte Molekiilbahn durch den Korrelations- 
faktor und auf Grund des Dreiparametervariationsverfahrens ergaben sich 


die folgenden Resultate : 


D = 4,26 eV und R = 0,75 A. 


Aus den Rechnungen [34] und [24] des Verfassers kann man also die 
Schlussfolgerung ziehen, dass die Beriicksichtigung der Polarisation der 
Elektronenwolke der Atome gréssenordnungsmassig einen ebenso wichtigen 
Effekt bei der Molekiilbindung bedeutet wie die Beriicksichtigung der Korre- 
lation der Elektronen. Diese Feststellung ist deswegen von Interesse, weil die 
Rechnungen im ersten Falle wesentlich einfacher sind, so dass vielleicht diese 
Korrektion auch im Falle komplizierterer. Molekiile — wo die Rechnungen 
bei Beriicksichtigung der Korrelation wegen des Auftretens der Matrixelemente 


mit rj) (n = 1, 2) uniibersehbar werden — durchfihrbar ware. 


4* 
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Unter den auf das Wasserstoffmolekiil durchgefiihrten Rechnungen 
sind die beriihmtesten die Rechnungen von James und Coouipce [35], i 


als erste eine solche Eigenfunktion darstellen 


v= J exp[— aly + ml] f+ e208 +) + a +) + 
MLA 


+ C4 (1%) F C5 Tay + 6 (ML YT Me %%) + 

ty (Hy My My HE My M4 Ya) + Cg (Hy 73 + Me 9) (14) 
ey (HE + UB) + yg (My Tae + 2 Me) + Can (Ha Tae + Ma P22) £ 

+ C49 (THz) + Crs ("1% Fah 


mit welcher sowohl die Dissoziationsenergie wie auch der Kernabstand in 
ausgezeichneter Ubereinstimmung mit dem empirischen Werte gewonnen 
werden konnten : 


D =4,72 eV und R = 0,74 A. 


Diese Eigenfunktion beriicksichtigt die Wechselbeziehung zwischen den 
Elektronen. Es wird von diesen Verfassern darauf hingewiesen, dass der beste 
Wert fiir die Dissoziationsenergie, welcher sich beim empirischen Kernabstand 
auf Grund ihrer Eigenfunktion ohne Beriicksichtigung der Elektronenkorrela- 
tion ergibt, nur 4,27 eV sein kann. 


3. Halbempirische Eigenfunktionen 


Schliesslich muss man noch jene Rechnungen erwadhnen, bei denen die 
Verfasser einige der in ihren Eigenfunktionen vorkommenden Parameter 
auf Grund erfahrungsmissiger Ergebnisse willkiirlich angeben. Bei diesen 
halbempirischen Rechnungen wurden die Verfasser von dem Ziel geleitet, 
ihre Eigenfunktion in geeigneter Weise so zu wahlen, dass diese zur Berech- 
nung physikalischer Konstanten komplizierterer Molekiile auch verwendet 
werden kénnen. 


Hy .ieraas [36] rechnete auf Grund der Molekiilbahn der Gestalt 


£ = py (1) Po (2) + Yr (2) ¥2 (1), (15) 


wo y, und y, Wasserstoffmolekiilionenbahnen mit den effektiven Kernladungs- 
zahlen z, und z, bedeuten. HyLLERAAs fiihrte dadurch eine Elektronenkorre- 
lation in seine Rechnungen ein, dass er fiir z, und z, willkiirlich die Werte 
0,5 und 1 wahlte. Seine Resultate waren: 


D = 3,62 eV und R = 0,74 A. 


:- 
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Scuerr [37] rechnete mit den Wernsaumschen Eigenfunktionen ; 
um die Energie E(H—) zu bestimmen, wurde aber von ihm der von HYLLERAAS 
_berechnete Wert der Elektronenaffinitat des Wasserstoffes bei der Durch- 
_ fiihrung der Integration der Ausdriicke 


Sp(H-) H- p(H-) dt 


und 


Sp(H) Ho y(H-)dr 


beniitzt, wo y(H—) den Ionenteil der Eigenfunktion und H~ den Hamilton- 
Operator des H~ Ions bezeichnet. Eine Elektronenkorrelation wurde dadurch 
in die Eigenfunktion hineingebracht, dass in den homéopolaren und hetero- 
polaren Gliedern der Eigenfunktion verschiedene effektive Kernladungs- 
zahlen angenommen wurden. Seine besten Resultate waren : 


D=4,77 eV und R = 0,77 A. 


Die Dissoziationsenergie ergibt sich wegen der halbempirischen Rechnungen 
etwas tiefer als der empirische Wert. 

Pauncz [38] erhielt seine Eigenfunktion durch eine solche Modifikation 
der Molekilbahn (5), dass in dem Ionenteil anstatt der Glieder der Gestal;y 
1s,(1) 1s,(2) und 1s,(1) 1s,(2) die exakten H~-Ionenfunktionen der Gestalt 


1s, (1) 1s, (2) [1 + €1 yy + Cy ier i Tr) |i 
1s;,(1) 1s; (2) [1 + C4 Faq + C2 (F751 — Tp9)"| 


beniitzt wurden. In dieser Weise beriicksichtigt er auch die Wechselbeziehun- 
gen zwischen den Elektronen, und damit ist eine explizite Elektronenkorrela- 
tion in der Eigenfunktion vorhanden. Auf Grund der exakten H~-Eigen- 
funktionen ergaben sich die folgenden Resultate : 


D = 3,23 eV und R = 0,84 A, 
aber mit der schwacheren Naherung c, ~ 0 und c, = 0 
D = 3,25 eV und R = 0,79 A. 


Daraus zieht Pauncz die Folgerung, dass die Konzeption, dergemass der 
Grundzustand des Wasserstoffmolekiils als Superposition eines homéopolaren 
und ionischen Zustandes erklarbar ist, mit Vorsicht behandelt werden muss, 
da die Eigenfunktion, welche den Ionenzustand immer mehr annihert, fiir 
die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils ein immer schlechteres 
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Resultat liefert. Es ist also wichtig, die homéopolaren Glieder mit einem 
anderen Gewicht in der Eigenfunktion vorkommen zu lassen als die hetero- 
polaren Glieder. 

Mit diesen Resultaten vollig iibereinstimmende Folgerungen werden 
auch von Hurry [39] festgestellt. 


‘4. Folgerungen 


Wenn die oben mitgeteilten Resultate miteinander verglichen werden, 
lasst sich eine wichtige Schlussfolgerung ziehen. Man kann sich davon iiber- 
zeugen, dass auf Grund der Rechenverfahren, welche mit solch zahlreichen 
Eigenfunktionen durchgefiihrt wurden, die nur implizite Elektronenkorrela- 
tion erhalten und physikalisch verschiedenartig interpretiert werden kénnen, 
das beste Resultat fiir die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmolekiils der 
von JAMES und CooLipGE erreichte Wert D = 4,27 eV ist. Hieraus kann 
man im allgemeinen darauf folgern, was von JAMES und CooLipcGE im Falle 
ihrer Eigenfunktion festgestellt wurde, dass die Annaherung des empirischen 
Wertes der Bindungsenergie des Wasserstoffmolekiils nur mit solchen exakten 
Eigenfunktionen méglich ist, welche die Wechselbeziehung zwischen den 
Elektronen beriicksichtigen. Beim Aufbauen guter Eigenfunktionen muss 
diese Tatsache unbedingt vor Augen gehalten werden. 

Ich danke auch an dieser Stelle Herrn Dr. J. 1. HorvAtu, dem Direktor 


des Institutes, fiir die Durchsicht des Manuskriptes und fiir seine wertvollen 
Ratschlige. 
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O KOPPEJIAWMM 3JIEKTPOHOB B COBCTBEHHOM ®YHKLUMU 
OCHOBHOrO COCTOAHHA MOJIEKYJIbI BOQOPOTA 


®. BEPEHL 


Peswme 


B paOote paccmMaTpHBaeTcA KOppeAUHA IeKTPOHOB B COOCTBEHHEIX dyHKUMAX 
KBaHTOBOH MeXaHHKH JIA MOJeKysbI BOAOposa. Kak TOUHBIe, TaK HM NouyomAapnueckne 
coOcTBeHHbIe (yHKUHH sayHCIATCA B rpynnbl CcoOCTBeHHEIX OyHKuHH, comepoKalux 
KOPPeIAUHIO BIeKTPOHOB ABHO H HexBHO. B nepsoli rpynme mpousBogsitca pacueTh! VB u 
MO, a Bo BTOpoii paccmaTpuBaloTca pacueTEI CMO. 


_ STATISTISCHE ABLEITUNG DER GEQUANTELTEN 
STRAHLUNGS- UND GASENERGIE 


Von 


K. F. NovosAtzky 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 4. IV. 1959) 


Zweck der vorliegenden Arbeit ist nachzuweisen, dass die Quantelung keinen Bruch 
mit der klassischen Theorie bedeutet, sondern vom NERNstschen Hauptsatz geradezu ge- 
fordert wird. Das Strahlungsgesetz, die Form des Strahlungsquantes sowie auch jene der 

_ Gasenergie folgen zwangsweise ohne besondere quantenhafte Annahme. Es stellt sich heraus, 
dass fiir die Strahlung die Botrzmannsche Statistik massgebend ist. 


Am Beispiele der Strahlung und des einatomigen Gases wird festgestellt, 
dass die voraussetzungslose Anwendung der BoLTzMANNschen Statistik durch 
die kategorische Forderung des dritten Hauptsatzes der klassischen Thermo- 
dynamik automatisch zur Quantelung fiihrt. Ein erster Versuch in dieser 
Richtung, der vom Verfasser an anderer Stelle veréffentlicht wurde, wird 
durch die vorliegende Arbeit von willkiirlichen Annahmen befreit und auf 
feste Grundlagen gestellt. 

Man pflegt in der Pranckschen Ableitung des Strahlungsgesetzes die 
Geburt der Quantentheorie zu erblicken. Tatsichlich bedeutete die besondere 
Annahme, dass die Energie des Oszillators gequantelt sei, einen Bruch mit 
der klassischen Physik. Diese Annahme wird hier vermieden. 

Man denke sich einen evakuierten Hohlzylinder vom Volumen V mit 
vollkommen reflektierenden Innenwanden. Die eine Endflache sei ein beweg- 
licher Kolben. Der Raum werde mit monochromatischer Strahlung, deren 
Frequenz zwischen y und » + dy liegt, angefillt und dann abgeschlossen. 
Die Temperatur der Strahlung sei T, ihr Energiebetrag U. Es bilden sich 
dann stehende Wellen aus, deren Anzahl nach dem bekannten Werytischen 


Satze 


N =— ee Vr? dy 


ce 


betragt. Da bei stehenden Wellen von einem Impuls der Strahlung nicht 
gesprochen werden kann, wird die Zustandswahrscheinlichkeit W der Strahlung 
dadurch bestimmt, dass man abzahlt, auf wie viele Weisen die einzelnen 
stehenden Wellen als Energietrager den verschiedenen Energieniveaus zuge- 
teilt werden kénnen. Als Gleichgewichtszustand wird jene Verteilung betrache 
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tet, die am oftesten vorkommt und demnach einem Maximum von W oder | 
der Entropie S entspricht. Die Energieniveaus werden erhalten, indem man 
die Energie U in Stufen von der Héhe AU aufteilt. Gewohnlich wird die Stufen- 
héhe schon von Anfang an als unendlich klein betrachtet. Etwas allgemeiner 
ist der Vorgang, wenn man die Hohe ¢ vorerst als endlich voraussetzt und 
erst am Schlusse der Rechnung zu lin ¢—> 0 iibergeht. Das bedeutet natiirlich 
keine besondere Annahme. Es sei daher U = Me, dann werden die Energie- 


niveaus 


0 «eff \ 2,2 se, ere Toa © (2) 


Wir betrachten die stehenden Wellen als unterscheidbar, die zustandige 
Statistik ist demnach die Botrzmannsche. Die auf die einzelnen Niveaus 
entfallende Anzahl der Energietrager sei der Reihe nach 


INS ING aNg re ING ee eee (3) 
Diese Verteilung lasst sich, wie bekannt, auf 


N! 
W= (4) 
NgLING) ae Nit carllN aa! 


Arten verwirklichen. Die entsprechende Entropie wird nach der BoLTzMANN— 
Pianckschen Gleichung 


M 
S=k{lgN!— > lg Nj}. 
i=0 
Nach der Strruinc¢schen Formel lg n! = n (lg n — 1) wird daraus 
M 
0 
Zu beachten sind die Bedingungsgleichungen 
M M 
2 Ni,= NLD Nive=U. 
0 


5 d : Ni 
Fuhrt man die Bezeichnung w; = W ein, so lauten sie 


So,=1, Siw = Y 
o;= a a 
‘ee TB hod: Ne (5) 
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Die Entropie S, durch die w; ausgedriickt, nimmt die wohlbekannte Form an: 


M 
S=—EN > w,l¢ wv, . (6) 
0 


Um das Maximum der Entropie zu erhalten, bildet man die Variation oS, 
fiigt die mit den Lacranceschen Multiplikatoren — kNa bzw. — KNB multi- 


_ plizierten variierten Gleichungen (5) hinzu und setzt gleich Null. Man erhalt 
dann 


kN S\flg 0; +1+a+ip}dw,=—0. (7) 
0 


Daraus folgt 


Igw,= —l—a—ifp und w;= et (8) 


wo Z=e'*“ist. Die Zustandsumme Z ergibt sich aus der ersten Gl (5) zu 


M - 
Ai BS: eo, (9) 
0 
Aus (8) und (5) folgt jetzt fiir den Entropieausdruck (6) : 


M , kB 
S=EN 3' w,(lgZ+ if) =kNlgZ+—U. (10) 
0 é 


Wir betrachten M als sehr grosse Zahl ; summieren daher in (9) von 0 bis oo. 
Dann haben wir 


1 
£= ———_. . (11) 
l1—e? 
Man kann auch U durch f ausdriicken. Aus (5), (8) und (9) folgt 
M 
M = igi? de] 1 
o te 
BAINES? oop ey ey ees wets) 
ee Ne Z iB - nth 


Aus dieser letzten Gleichung lasst sich der Multiplikator f berechnen. Man hat 


sf pe oe (13) 


410 K. F. NOVOBATZKY 


Nach Einsetzen dieser Werte in (11) ergibt sich 


ee 


Z (14) 
N 
und nach Einsetzen in (10) folgt nach einigen Umstellungen 
S=k{(M+N)lg(M + N)— MlgM— Ng N}. (15) 


Die nachste Aufgabe besteht darin, die Form des Quantes ¢ zu bestim « 
men. Zu diesem Zwecke denken wir uns das Energiequant ¢ in Form von 
Warme in die Strahlung hineingebracht. Es geschieht dies, indem man durch 
eine Klappe Strahlung derselben Frequenz und Intensitat, also auch derselben 
Temperatur, hineinbringt. Da dabei weder V noch v verdndert wird, bleibt 
auch N konstant. Energie und Temperatur sind jedoch gestiegen, auch die 


Entropie ist um den Betrag oe vergréssert. Nach (15) kann dies nur durch 


eine Veranderung von M erfolgt sein. Es gilt daher 


AS = 8 AM ee der (16) 
OM T OM é if 


Andererseits folgt nach einem Satze der Thermodynamik 


bree 
en ae 
ee he U 
Denkt man sich in (15) M Saree ees und setzt voraus, e sei von U 


abhangig, so hat man 


8S 0S AM aS U oe 1 
sU oM AU aM #2 oU TT 


(17) 


Da AU = ¢ ist, so zeigt der Vergleich von (16) und (17), dass — Null sein 


muss. € ist bei rein thermischen Prozessen unabhangig von U. 

Wir betrachten zweitens eine adiabatische Veranderung der Strahlung, 
indem wir den Kolben ohne Warmezufuhr in den Zylinder schieben. Man weiss 
aus der klassischen Theorie W. WiEns,.dass dabei der Ausdruck »3V unver- 
andert bleibt. Da bei der Kompression dy sich im festen Verhaltnis zu v ver- 
aindert, folgt dann aus (1), dass N ebenfalls eine adiabatische Invariante 


ee eee 


a a, 
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_ darstellt. Die Anzahl der stehenden Wellen andert sich bei einer afahatiogicn 


Kompression nicht. Ebenso bleibt bekanntlich bei einer umkehrbaren adia- 


_ batischen Anderung auch die Entropie S konstant. Dann aber ist aus (15) 


awe U 
ersichtlich, dass M = — ebenfalls eine adiabatische Invariante sein muss. 
€ 
Nun ist uns aus der Wienschen Theorie eine Invariante ahnlicher Form bekannt. 


ey U 
Es ist dies der Ausdruck —. Es gilt also gleichzeitig = = K,, wd = K,, folglich 
y y é 


egy (18) 
K. 


2 


! 
Von eminenter Wichtigkeit ist es nachzuweisen, dass h nicht nur eine 
adiabatische Invariante, sondern eine universelle Konstante bedeutet. Wir 
betrachten ein Strahlungssystem, das in seinem Anfangszustand durch die 


Werte U, V und » bestimmt ist. Denn V und » bestimmen N, vane Verein 


mit » die Temperatur T. Nun verandern wir das System in der denkbar 
allgemeinsten Weise. Wir unterwerfen es erstens einer adiabatischen, zweitens 


. . < . oe é . 
einer rein thermischen Veranderung. Beim ersten Prozess behalt -—— seinen 
y 


Anfangswert, beim darauffolgenden zweiten bleiben die erreichten Werte 
von ¢ und » sogar einzeln konstant, also auch ihr Verhdltnis. Energie, Volumen, 
Temperatur und Frequenz des Systems haben sich vollkommen verandert, 


é . . 
der Quotient — aber hat seinen Anfangswert beibehalten. Betrachtet man 
y 


é 
den Endzustand als neuen Anfangszustand, so ist also fiir — wieder derselbe 
ty 


Wert einzusetzen. Genau dieselbe Invarianzeigenschaft besitzt die Wellenzahl 
N. Wie oben erwahnt, ist N gleichzeitig eine thermische und adiabatische 
Invariante. Daraus folgt, dass zwei verschiedene Strahlungssysteme nur dann 
ineinander iberfiihrt werden kénnen, wenn sie die gleiche Wellenanzahl 
besitzen. Um den Beweis beziiglich h vollstandig zu machen, ist es noch nétig, 


die Gleichheit von — fiir zwei beliebig gegebene Strahlungssysteme 1. und 2. 
y 


nachzuweisen. Besitzt das System 2. eine gréssere Wellenanzahl als 1. (N2>)). 
so sondere man durch Einschieben einer spiegelnden Wand jenes Teilvolumen 


é 
V, ab, fiir welches N, = N, wird. Fiir dieses abgesonderte Volumen hat a 


natiirlich denselben Wert wie fiir das urspriingliche Volumen V,, denn durch 

das Einschieben der Wand verandert sich der innere Zustand der Strahlung 
; ‘ s Fg orz 

nicht. Die Gleichheit von Ni und N, fordert die Gleichheit von v\dv,V, und 
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yd, V;. Die Differentiale dy, und dy, stehen im konstanten VerhAltnis zu 
», baw. v. Es folgt daher die Gleichung vi V, = ¥3Vy. Komprimiert man 
daher das Teilsystem adiabatisch, bis V, den Wert V, erreicht hat, dann wird 
auch ¥, = ¥,. Dabei bleibt “2 ynveriindert. Jetzt haben beide Systeme das 
V5 

gleiche Volumen und die gleiche Frequenz. Durch einen nachfolgenden ther- 
mischen Prozess, der ¢, und y,, also auch ihr Verhaltnis ungeandert lasst, 
kann man dann auch die zwei Energien gleich machen. Die zwei Systeme 
sind dann vollkommen identisch. Es folgt hz = h,. Damit erscheint h als 
universelle Konstante. 


aS 
Die Einfihrung der Temperatur T erfolgt durch die Gleichung BU = 


1 
= ee , oder De - = -—-. Nach Ausfiihrung der Differentiation erhalt man 
T e OM T 
k j M +N 1 
€ . M f he 
und nach (13) 
S 
eae 8 19 
ators (19) 


Die Energie lasst sich jetzt nach (12) einfach niederschreiben 


ca 8° dvV ; hy “gf (20) 


a hy 


U 


Fuhrt man noch die Energiedichte pro Volumeneinheit und Einheit des 
Frequenzintervalles ein, so erhalt man die PLaNncksche Gleichung 


Bi mage” ee ae (21) 
e 


Der unter (10) stehende Entropieausdruck erhalt nach Einsetzen des Wertes 
von f die endgiiltige Form 


hv 


S = — Ng {1 — oer] 4 (22) 


Da aus (20) ersichtlich ist, dass die Energie am absoluten Nullpunkt der 
Temperatur Null wird und zwar von unendlicher Ordnung, so verschwindet 
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U ; : 
dort sowohl aoe damit auch die Entropie als auch die spezifische Warme 


i aU 

= er’ Die Forderungen des dritten Haupsatzes sind erfiillt. 

4 Der Grenziibergang lime-»>0 fiihrt bekanntlich zur RAYLEIGH— 
_ JeEANsschen Formel 

y 

f 2 

; py — 2"? ver 

; = 

. 


q und dann wird C, temperaturunabhangig, verschwindet also am absoluten 

_-Nullpunkt nicht, die Entropie aber wird geradezu unendlich. Der dritte 

_ Hauptsatz verbietet daher den Grenziibergang und fordert die Aufrechter- 
haltung der endlichen Energiestufen. Die Quantelung ist daher keine besondere 

_ Annahme, bedeutet keinen Bruch mit der klassischen Theorie, sondern wird 
von dieser entschieden gefordert. 

Man kénnte leicht nachweisen, dass aus der Entropieformel (22) — durch 
Ubergang zur freien Energie — der Maxwettsche Strahlungsdruck in der 
bekannten Form p = = < folgt. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass auch die Verteilung der stehenden 
Wellen auf die einzelnen Energieniveaus berechnet werden kann. Aus (8) 


und (11) folgt 


W = ed a, Fi — e ir} : (23) 


Das Nullniveau i = 0 ist am dichtesten besetzt. Eine Anzahl der stehenden 
Wellen bleibt unangeregt. Die Besetzungszahlen der steigenden Niveaus 
bilden eine fallende geometrische Reihe. 

Zusammengefasst lauten die Ergebnisse : 

1. Die Quantentheorie bedeutet keinen Bruch mit der klassischen 
Theorie. Im Falle der Strahlung wird die Quantelung vom dritten Hauptsatz 
gefordert. 

2. Fiir die Strahlung ist die Botrzmannsche Statistik zustandig. 

3. Die Form des Quantes ¢ = hy bedeutet keine besondere Annahme, 
sondern ergibt sich zwangslaufig. 

4. Eine Nullpunktsenergie existiert nicht. 

5. Die Besetzungszahlen der Energieniveaus kénnen berechnet werden. 

Die herkémmliche BotrzMaNNnsche Statistik, auf einatomige Gase 
angewandt, fiihrt bekanntlich ebenfalls zu Ergebnissen, die dem dritten 
Hauptsatze widersprechen. Es ergibt sich z. B. eine konstante spezifische 
Warme, eine unendliche Entropie fiir T = 0. Um dem Ubel zu begegnen, 
liegt es nahe. die vorhin benutzte Methode auch auf Gase anzuwenden. 
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Die endlichen Energiestufen mégen wieder mit ¢ bezeichnet werden. 
Die im Volumen V befindlichen N Atome werden jetzt nicht auf die Energie- 
niveaus, sondern auf die elementaren Phasenzellen verteilt. Man kann aile 
Resultate aus dem Abschnitt der Strahlung iibernehmen, wenn man die dori 
angedeuteten Summierungen statt auf Energieniveaus jetzt auf Phasenzellen 
umdeutet. Bekanntlich gehére zum Niveau E; die Zellenzahl 


ip = V (2m)92 EA? dE; . 


l 


In unserem Falle daher, wo E; = ie und dE; = ¢, ist 


Gok: FE te emienese e (24) 
hs 2 
mit 
Ka 2 eater: (25) 


h3 


Wie ersichtlich, gehért zum Nullniveau keine Zelle. Die dort befindlichen N 
Atome werden nicht auf Zellen verteilt. Das ist selbstverstandlich, denn jede 
Zelle zeigt eine Bewegungsrichtung an und fiir unbewegte Atome gibt es keine 
solche. Bei der Zahlung der Atome aber miissen die auf der Nullschicht 
sitzenden Atome mitgezahlt werden. Es vereinfacht die Schreibweise, wenn 
man das Nullniveau zugleich als Zelle betrachtet und Z, = 1 setzt. Das soll im 
folgenden geschehen. 

Bezeichnet man die Anzahl der Zellen (inklusive Z,) mit r, so wird aus (5) 


> w; = I, > tw; — Lin ‘3 (5’) 
= ~ Ne 
aus (8) 
ie oe 
WwW; ——- > 8’ 
% (8’) 
aus (9) 
ai = Dai e se (9’) 
0 
und aus (10) 
k 
Si kvigz ee (10’) 
é 
Ebenso folgt aus (12) 
1 dZ 
U=— el #2 (12" 
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Die w; bedeuten jetzt die Verteilungszahlen beziiglich der Zellen. Aus (8') 
ergibt sich, dass simtliche Zellen, die dem Energieniveau ie angehéren, gleich- 
_-miassig mit Atomen besetzt sind. Das bedeutet, dass das Maximum der Entropie 
automatisch fir gleichmassige Richtungsverteilung der Atome jedweder 
_Energiestufe Sorge tragt. Die Summierung iiber die Zellen kann leicht in eine 
_solche iiber die Energieniveaus umgeandert werden. Der Exponentialausdruck 


: a in (9’), der dem Niveau ie zugehért, ist in Z; Zellen derselbe. Man hat 
_ daher 

4 M M : 

: Z=> Ze =14 KY Bre, (26) 
: i=o i=1 


Da M eine sehr grosse Zahl ist, mége die Summierung bis ins Unendliche 
erstreckt werden. Wir gebrauchen fiir die unendliche Reihe das Zeichen s: 


S == 8 eo? OU ete ee PL (27) 


und schreiben daher 
Z=1-4Ks. (28) 


Die Verteilungszahl beziiglich der Energieniveaus 2; wird nach (8’) 


Ze 8 


2: = 2; w; = 
Z 


(29) 


Um die Temperatur mittels der Gleichung aU = T einfiihren zu k6n- 


nen, lassen wir vorsichtshalber die Méglichkeit zu, dass / von U abhiange. 
Von ¢ hingegen setzen wir dies nicht voraus. Gemiss (10’) folgt dann 


OZ 1 kth a k 1 
8S _ (yy 0% 1, RU) 2B | RB 1 
Ate ms ap Rr 82a) 8U oe iy 


Infolge (12’) verschwindet der Klammerausdruck und man erhalt 
p=—— und EN lettin: (30) 
kT if 


Zur Bestimmung von « stellen wir die natiirliche Forderung auf, dass 
sich der Gasdruck nach der hier vorgetragenen Theorie in derselben Form 
ergeben soll, wie er durch den Virialsatz festgelegt wird : 


ee (31) 


5 Acta Physica X/4, 
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Aus (30) folgt sofort die Hetmnourzsche freie Energie 
F=U — TS = — ENT Ig Z. (32) 


Nach einem Satze der Thermodynamik gilt 
oF 
—| =-—p. (33) 
| eV fe - 


Gemiss den Formeln (25) und (28) erhalt man 


eZ 8 fe) 
OF) =a Dulpachac rae, oa Dae ee (34) 
OV Jr V y eel ea) ae 2 ap ce or 


1 a 
Aus dem zweiten Gliede wird nach (12’) U — ar . Soll es mit (31) und (33) 
é 


ubereinstimmen, so muss 


sein. Dann verschwindet auch das erste Glied und fiir ¢ findet man den Aus- 
druck 


K 
é—é= = 
ys 


Ks ist wohl eine unabweisliche Forderung, dass ¢ nicht von Anfangswerten 


der Zustandsvariablen, sondern nur vom inneren Zustand des Gases abhangen 
soll. Dann ist zu schreiben 


E—E=a 


NN \2/8 
z ° 


(35) 
noe die Teilchendichte @ bezeichnet und a eine universelle Konstante ist, 
deren Kinheit erg cm? betragt. Jetzt wird 


ag? 
TORT 


(36) 
und 


22 : 
K= Fi (2m)3/? Nadi, (37) 


Re ee ee 


oo oe ™ 


’ 
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EDie klassische Theorie setzt fiir die Zustandssumme Z den Ausdruck 


ao 


Z= k [ae edi — K a poe. (38) 


0 


Wird dieser Wert in (12’) eingesetzt, so erhalt man 


3 
U = — NkT. 
: (39) 


Die spezifische Warme C, bleibt konstant, die Entropie wird fiir T = 0 


negativ unendlich. Der Sachverhalt ist genau derselbe wie im Falle der Strah- 


lung. Wenn man die dortige Zustandssumme Z = de# der Stetigkeit 
0 


_ entsprechend durch das Integral 


f eb di => (40) 


ersetzt, so folgt fiir U das RAYLEIGH—JEANssche Gesetz und negativ unend- 
liche Nullpunktsentropie. Durch die Quantelung gestaltet sich die Sache auch 
fiir Gase wesentlich anders. Die Energie U nimmt die Form an 


K> 13/2 e— #8 
U=WNe : ~ : (41) 
1+ K Sthe-¥ 
0 


U 
Bei T= 0(8 = co) wird U von unendlicher Ordnung Null, sowohl eae 


auch C, = a verschwinden dort. Die Zustandssumme Z reduziert sich auf 
1, und die Entropie verschwindet ebenfalls. Es zeigt sich, dass auch im 


Bereiche der Gase der stetige Charakter der Energie vom dritten Haupsatz 
verworfen und die Quantelung entschieden gefordert wird. 

Solange Ks > 1 bleibt, kann die im Nenner von (41) stehende 1 vernach- 
lassigt werden und U nimmt die einfachere Form 


Sy 3/2 eis 
ee (42) 
¥ 71/2 e—i6b 
2 t 


5* 


418 K. F. NOVOBATZKY 


an. Im Falle nicht zu grosser f ist diese Naherung sicher zulassig. Dann fihren — 
auch die Verteilungszahlen w; zur bekannten Maxwettischen Verteilung | 


ey - iB Baz —iB hs 
io) ee det =n 
: 7 m 
Ks Se (2m)32Ve82 s 


Beziiglich der Konstante a ist noch folgendes zu bemerken. Man kénnte 
sich sehr wohl denken, das Quant ¢« und daher auch a sei fiir jedes Gas ver- 
schieden. Dann kénnte man a in seiner Abhangigkeit von m in der Form 


ansetzen 


o=@ ; (44) 


. . . 
da ie ebenfalls die Einheit erg cm* besitzt. Die Grésse a ware dann eine dimen- 
m 


sionslose Konstante, wie z. B. die Feinstrukturkonstante. In diesem Falle 
folgt 
K = 2xNa?? . (45) 


Die Verschiedenheit der Gase wiirde sich dann nur in £, also in der Summe s 
auswirken, K ware fiir jedes Gas dasselbe. Ist aber a eine universelle Konstante, 
so stiinde der Sachverhalt gerade umgekehrt, s wire unabhangig von m und 
der Unterschied der Gase kame nur in K zum Ausdruck. Der Umstand, dass 
die Energie zweier Gase mit gleichem N, 9 und T erfahrungsgemiss die 
gleiche ist, spricht im Sinne der Formel (42) fiir die letztere Auffassung. 
2 ; 

Die Zustandsgleichung p = e yp zist fiir isotherme Kompression das 

Ansteigen des Druckes bis zu einem Maximum und dann infolge wachsender 


Dichte das Herabsinken auf Null fiir lim V—> 0. 


Herr Prof. A. Rény1 hatte die Freundlichkeit, die Reihe s = » ite‘ 
0 
zu untersuchen. Er stellte fest, dass der Unterschied der Reihe vom Integral- 


2 | ae 3 
Pil. : ‘ 30 eS a . : 5 5 is 
wert { ite 8 di — | “ —p = fir kleine 6 ein praktisch kleiner ist : 
0 a 
abs \zx ? 3 
lim B+ 0 D ite-#*# = gp * ~ 0-2078. (46) 
0 2 


Die Konvergenz erfolgt so langsam, dass man fiir kleine 6 getrost den Integral- 
wert benutzen kann. Ich spreche Herrn Prof. Rény1 auch an dieser Stelle 
meinen besten Dank aus. Wann f klein ist, hangt natiirlich in erster Reihe 


vom Werte a ab. Eine Bestimmung dieser Grisse ware sehr wiinschenswert. 


é aN he ie 


. ete eee ) t 
ist daher ~ 80 wie im Falle der Strahlung, eine adiabatische Invariante. 


. 
Se 


CTATHCTHYECKAH TPAKTOBKA KBAHTOBAHHbIX 3HEPrMM H3JIVYUEHHA 
HW TA3A ; 


K. ®. HOBOBALUKH 


Peswme 


a Llemb10 HacTOALIel padoTH! ABIIAeTCA NOKa3aTb, YTO KBAHTOBaHHe He BejeT K PpaspbIBy ‘ae 
¢€ KulaccHy¥eckoli TeopHeli, a, HAOOOPOT, MIPAMBIM ero TpeOOBaHHeM ABIAeTCA OCHOBHOH 3aKOH 

- Hepxcta. 3aKoH H3s1yyeHHA, PopMa JyYMCTOTO KBaHTa, TaKXKe KaK HM 9HEPrHH Fa3za BbIHY)K- 

_ JICHHO BHIBOAATCA Ges OCcOOeHHOrO KBaHTOBOFO NpeANoNOKeHHA. OKaspiBaeTCA, YTO [WIA MSJy- 

; ‘YeHHA PYKOBOLAMeli ABIAeTCA cTaTHcTHKa BosbuMaHa. 

; 
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| STRONG INTERACTIONS IN THE FOUR-DIMENSIONAL 


F. KArotyuwAzy and G. Marx 
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; A new variant of the mathematical scheme in the four-dimensional isotopic spin space 
will be proposed for the particles involved in strong interactions, which is suited to give a 
review of the relations found by GELL-MANN and others. Nucleons, hyperons of order one 


_ and hyperons of order two will be described by spinor quantities B,, Ba; and Bas: respectively, 


t- and K-mesons by the spinors 2,” and K;. A possible connection with the GoLDHABER— 
Gy6éreyi model of hyperons is discussed. 


The notion of the three-dimensional isotopic spin space is useful in 
a rewiev of the symmetry properties of the strong interactions involving 
a- and K-mesons. Investigations of GELL-MANN showed that z-interactions 
are probably stronger by one order than K-interactions, so that he gave them 
the attributes “very strong” and “‘moderately strong” [1]. This assumption 
seems to be supported by experimental work meanwhile performed. Thus 
it is worth while to seek new symmetry properties of 2-mesons which the 
K-interactions do not possess. (Strong interactions do not allow the application 
of perturbation calculations, we must therefore welcome even the slightest 
idea, which helps us to decide, whether an interaction law is right or not, 
without using the perturbation calculation.) 

In his paper quoted above GELL-Mann has himself proposed such a 
symmetry principle, which is only effective for z-meson interactions. This is 
the hypothesis of the global baryon—z-meson interaction. In formulating 
the principle, it is important to note, that the z-interaction of the hyperons 
of first order (A, X+, X°, Y—) shows three-dimensional isotopic invariance both 
if the four particles are divided into two doublets and if they form a singulet+-a 
triplet. This interesting fact has been emphasized also by SCHWINGER [2], who 
at the same time proposed a possible explanation in the frame of the four- 
dimensional isotopic space. He assumed z-, K- and electromagnetic inter- 
actions to possess four-, three- and two-dimensional isotopic invariance. 
Usually we go over from the three-dimensional to the two-dimensional isotopic 
space (two-dimensional subspace of gauge transformations) by considering 
the 3rd isotopic axis to be distinguished as against the axes | and 2. (Electro- 
magnetic interaction is only invariant with respect to the subgroup with 
one parameter selected out of the three-parameter symmetry group of the 
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strong interactions.) Unfortunately, in the theory proposed by SCHWINGER — 
there does not exist a similar visual “geometrical” connection between the — 


four-dimensional (6-parametric) a-symmetry and the three-dimensional 
(3-parametric) K-symmetry : in the case of the baryons of even order (p, n, 
=°, Z-) an other subgroup of the six-parametric symmetry group must be 


identified with the three-dimensional K-symmetry group, as in the case of 


baryons of odd order (A°, 2*, 2”, 2~). So we cannot speak of a given four- — 


dimensional isotopic space, in which three- and two-dimensional isospaces 
are simply subspace. 

Now we want to suggest a variant of the theory operating in four- 
dimensional isospace, which is free from the difficulties mentioned above and 
is suited, in the first place, to give a review of the relations found by GELL- 
MANN, SCHWINGER and others. Finally, we make some remarks on the limits 
of usefulness of the four-dimensional theory. 


* 


The representations of the Lorentz transformations of the Minkowski 
space may be deduced from the transformations of spinors with one index. 
Let us consider the spinor a, (u = 1, 2). The continuous Lorentz group will 
be represented in the corresponding two-dimensional space by unimodular 
transformations : 


ay 


=: 


(4 ad — By = 1. (1) 


a, a, 


An isomorphic representation yields the spinors b; : 
| 3 fa ; 
bs} ly 8) bg 


b: 
: (2) 
bs) . 
The complex conjugate of a, will, for example, be transformed according 
to (2). In the general case Coy. ..ug)1¥...%; Will be transformed as ay, ... Opty, 
by. re b,,, and yields the representation D(jj’). By complex conjugation we 
obtain a quantity corresponding to D(jj’). If c,; Obeys the reality conditions 


‘ ie Cl a gee: 
Clie Co5 7 real, C15 —. Coi 


7 ; Leo 
it can be expressed in terms of a usual four-vector, corresponding to D be ; 


4 =VotVe C5=Vo—Vso, 3 = 5 =Vy~+i Vai (3) 
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_ From (1) and (2) it is easily seen that 
Vi+V34+ V2—V2=inv. (4) 


A self-dual antisymmetrical tensor is described by.4G,2=.C,../,the, latter 
having three independent components. Here one cannot state reality con- 
ditions, because the complex conjugate of D(1,0) has the transformation 
properties of D(0, 1). 

However, as is well known, we must not consider four-dimensional 
isotopic space to have pseudoeuclidian metric. Namely, the free Lagrangian 
would not be an isotopic invariant in this case, moreover, nucleons would be 
represented by an N, doublet, z-mesons by a 2,, triplet, so we could not 
form an invariant of. the type NNzx, finally the mite would not be the 
charge conjugate of itself.* Therefore, in what follows, isospace shall have 
an Euclidian metric, where 


Vi4+V24V3+ V3 = inv. (5) 


The two-dimensional representations decompose now in two independent 
three-parametric groups [3] : 


(590, (-L33. 
ie a} \a,!, |b, — B A}'b,!. 
at da, a3) 
Contragrediently to a, the =| or will be transformed. 
a — a, as 


Expressions of the type ajc“ or a,c“ are invariant. From (7) it follows, that 
the complex conjugate of a quantity D(j, j’) is again a quantity D(j, j’). 
Four-vectors. are described by the spinors C,;, for example, 


j= =Vot Vy, o3= — ch = iV, + V,. (8) 


From (8) follows (5). The reality conditions are invariant with respect to (6). 


* 


After collecting the wide-known relations to be used, we can build up 
the four-dimensional mathematical scheme proposed by us for the particles 
involved in strong interactions. 

To describe the z-mesons and the nucleons we need three and two 
independent components, respectively, therefore we represent the former 


* For this remark we are indebted to G. GyORGYI. 
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by the spinor 2,’ = ",* the latter by a spinor B,. For the description of the — 
four hyperons of first order a spinor B,; offers itself. It is seen that 2-mesons 
and nucleons have nothing to do with dotted indices so it is natural to relate 
the number of dotted indices to the strangeness. Thus we ascribe to the 
K-mesons the doublet K;, and to the baryons a spinor with one undotted and 
so many dotted indices, as is the order (absolute value of the strangeness) 
of the baryon (this brings the theory of Krottkowsxy [4] to mind) : 


Berp, &; 
Bic), Stan ven, (9) 
Boe me a5 Qt, 2°, Q-, Q-. 
(Thus we assumed the existence of an isotopic quartet hyperon with S=—2.) 


Antibaryons will be described by the complex conjugate of the corresponding 
spinors, B* etc. Behaviour of the particles in ordinary space is suppressed. 

The global z-interaction will be described according to GELL-MANN 
by the Lagrangian 


L = g (Bix Bz + Bt; 78 Ba; + Biz: %4 Basi). (10) 
Invariance with respect to the (A, B) subgroup, acting on the dotted 


indices, is now trivial. For the transformations of the (a, /) subgroup a 
appear as a three-vector, baryons will be splitted into doublets : 


ff)“ =22) = (9) le 
y2 A (11 


With the help of these we can bring the z-interaction in (10) to the form found 
by GELL-Mann [1]: 


P 


n 


L=ga[NtiN+YtY+Z7Z+578+...]. (12) 


As dotted indices are indifferent in z-interactions, in view of the strongest 


interaction all the baryons concentrate themselves into a single degenerate 
state. 


Eo 


The splitting of this degenerate baryon state into isomultiplets will be 
performed by the K-meson interaction. This destroys the six-parametric 
invariance (6) and leaves only the three-parametric subgroup 


6 Ae p — B. (13) 
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e with such a transformation V, is not affected, so we can say that the K- 
interaction destroys the four-isotropy of the isospace, only a_three-isotropy 
will be left. In the case of the restriction (13) the difference between dotted 


. 


and undotted indices ceases, from K;, and B we can build up invariants of 


_the type KBB in several ways, but it is obvious that the moderately strong 
_ interaction can connect only baryons of strangeness different by one. We can 
thus easily interpret the selection rules for the strangeness. 


: 


The three-dimensional isotopic invariance, that is the one left after 


introducing the K-interaction, splits the baryon superquartet of first order 


into a triplet and a singulet, that is, into A- and 2-particles : 


' Dyjp X Dyjp = Dy + Dy, (14) 


the baryon supersextet of second order into a doublet and a quartet : 


Dyjg X Dy = Dy + Daj. (15) 


The doublet is the well-known 5-hyperon, the quartet the hypothetical Q 
hyperon. The global z-interaction will be, with the usual notations, of the 
form : 
L, =gh[N@N+(AD4 DA) tid x F+ 
= a. fe v, (16) 
+2454 (Q25+4 F2* Q)4 Q7Q], 


where x; and yu; are definite numerical matrices of 4 rows 2 columns and 4 rows 
4 columns, respectively. 

The deviations in mass and in further interactions of the different 
multiplets emerging from a four-dimensional supermultiplet are due to the 
K-interaction. 

* 

Electromagnetic interaction will go a step further and distinguish also 
the 3rd axis in isospace, there remains only the invariance with respect to 
the rotations in the 1—2 plane (gauge transformations), There the members 
of the three-dimensional multiplets will be splitted too. So it causes 

z-interaction the lepton-baryon mass splitting, 

K-interaction the A — 2, Z — Q mass splitting, 

y-interaction the p—n, 2+— XY°—-2 , &° —&~ mass splitting. 
According to this we can try to estimate the mass value of the hypothetic 
Q hyperon. For describing the baryon masses we write the following expression : 


M=a+6|S|+e|1(E+1) 4 [+a (17) 
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|S | is the “order” of the baryon, I is its isotopic spin. The constant is the 
self energy coming from the z-interaction, b describes the splitting of the 
baryons of different order, c the splitting into different multiplets within 


; 


the same order, due to K-interactions, d the splitting within a single multiplet. ; 


It may be assumed that a>b>c> d. If we adjust the values of a, b, c 
to the empirical masses of n, A, Y+ we obtain the 5-mass within 2%. For the 
mass of the hypothetical Q, (17) gives the value My, = 2853 m, ; that is 
about the sum of the S-mass and z-mass. If the actual 2 — Z mass difference 
is larger than the Z-mass, then the Q-hyperon decays in a very short time 
(about 10~22 sec) into a Z-hyperon, and is practically unobservable. Neverthe- 
less, we cannot omit it from the isotopic scheme, as the particle 2°. having a 
lifetime longer by only a few orders, plays also decisive role. 


* 


ScHWINGER, in his paper already quoted, did not want to introduce a 
new hypothetic particle, so he amalgamated not only the A — 2-particles, 
but also N- and 3-particles into a supermultiplet [2]. To describe the former 
one can use the four-vector A,;, for the latter the four-vector B,;. The global 
n-interaction proposed by SCHWINGER is 


This can be transformed into the GeLt-Mann form g[N2N + (AX + YA) + 
+d x X + 572] x. However, if we wish to reduce the four-dimensional symmetry, 
so as to arrive at the well-known multiplets of K-interactions, we must perform 
this reduction in a different manner in the case of the different quantities. 
The restriction in (6) will be 


in the case of the spinors 7,4,K: A=a=a’, B=fp=f' 
in the case of the spinor B: A= B=), a¢=a b=) . 


Due to the special construction of the z-interaction, L,, is invariant also with 
respect to the three-parametric group (a’, 6’) which is not a subgroup of 
the six-parametric group, nor is the three-dimensional space of the group 
(a’, 6’) a subspace of the four-dimensional isospace. The reductions of the 


space of isotopic transformations by K-interactions and y-interactions are, 
in this case, not of unique character. 


*k 


Practically, the z-interaction of the proposed theory deviates from that 
in the GELL-MANN theory only in the terms involving the Q hyperon, so 
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_ the experimental checking of the theory is not easy, yet it may be possible. 


- 


> 
“ 
>. 
, 
. 
3 


We restrict ourselves to one example : If the hyperfragment (4 ,,) does exist 
“(energetically this is possible), its binding will be represented in the first 
place by the graphs 


tn eo) 


i ieee a 
N N N N 
N N 


[ 
[ 


_ In the theory of GELu-MANN the last term is absent [1]. 


' * 

The idea of considering hyperons to be compound systems is strongly 
supported by the form of the spinors describing the hyperons in (9): we can 
relate the undotted index to the nucleon and z-meson cloud of it, and the 
dotted indices to the K-mesons, involved in the hyperon. The factorization 


e, aa Ne ss ons = N, K;- Basi => Ne 


leads exactly to the hyperon states proposed by Go.pHABER [5] and 
Gyoreyi [6]: 


2° — 7 (pK-—nK®), += pK®, 3° — 2 (pK ton K%\2- = nk, 
(18) 
1 


50 = (pK°K-— J2 nK°R®), 5- — —— (V2 p K-K- —n K°K-). 


V ya 


This possible connection between the theory just discussed and the model 
of GoLDHABER seems to prove, moreover, that from the latter the global 
m-interaction can be obtained in some approximation, just in the form of (16). 
In this point of view, the four-dimensional isospace originates simply from 
that of three dimensions in the following manner: Neglecting the nucleon— 
K-meson interactions, one can transform the K-mesons independently of the 
nucleons and z-mesons, as a matter of fact, in the three-dimensional isospace. 
Strictly speaking, there exist only the 7 — N and N — K interactions, but 
for the treatment of events of not too high energy, we may ask for a pheno- 
menological baryon—2-meson interaction, acting between the baryons described 
by (18) and the z-mesons, As the actual a — N interaction term is invariant 
separately under the 2 — N isotopic transformations and the transfor- 
mations effecting only the K-mesons, this phenomenological baryon — z-meson 


interaction becomes “four-invariant”’, in the form (16). 
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bi 
Finally we remark, that the expression (17) of the baryon mass is also 
simply related to the GorpHABER model (apart from the electromagnetic) — 
it follows immediately from the mass term 


M=a'+0'Nx+e'IyIx, 


where Nx is the number of K-mesons, Iy and I, are the isotopic spins of 
the nucleon and K-mesons [5], [7]. 

If one took Ix = 0 for the two K-mesons bound in the &-hyperon, 
one would get the mass relation given by GrLu-MANn [1], but this possibility 
is ruled out by the Pauli principle in the GoLDHABER model. 
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CHJIbBHbIE BSAMMOJEMCTBHA B UETbIPEXMEPHOM H30TOIIHOM 
IIPOCTPAHCTBE 


®, KAPOJIBXA3H u Tr. MAPKC 


Peswme 


Una onucaHHA YacTH, yYaCTBYIOUJMX B CHJIbHOM B3aHMOjelicTBHH, Np NMoOMONIH 
UeTbIPEXMEPHOFO H3SOTONHOFO MpOcTpaHcTBa MpesslaraeTcA HOBaA cHCTeMaTHsalluA. STO paeT- 
HariAqHoe OObACHeHHE B OTHOWEHHH saBicHMocTeli, OOHApy>KeHHEIX Tenm-MaHHoMm wu Apy- 
rumu. B padoTe ykasbiBaeTCA H Ha BO3MO)KHY!O CBASb TeOPpHH NMOMHOrO BsaHMOselicTBUA. 
MMOHOB T’es-MaHHa C MOfeIbIo runepoHoB Tomgradepa—Jbepan. 


UBER DIE SENSIBILISIERTE FLUORESZENZ 
VON MISCHLOSUNGEN 
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: ' 


Von 


I. KetskKEMETY 


INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 


(Vorgelegt von A. Budé. — Eingegangen 12. V. 1959) 


Es wird die phanomenologische Theorie der Sekundarfluoreszenz fiir den Fall der 
sensibilisierten Fluoreszenz von Mischlésungen verallgemeinert. Die bei der Herleitung der 
diesbeziiglichen analytischen Ausdriicke beniitzten Ansatze, nach denen die Energieiibergabe 
durch Strahlung neben der Energiewanderung durch Resonanz keine untergeordnete Rolle 
spielt, scheinen durch die Ergebnisse der an Mischlésungen von Trypaflavin und Rhodamin 
B durchgefiihrten spektralphotometrischen Messungen unterstiitzt zu werden. 


§ 1. Wie bekannt, wurden schon mehrere experimentelle und theoretische 
Untersuchungen zwecks Erklarung der Gesetzmissigkeiten der sensibilisierten 
Fluoreszenz von Liésungen durchgefiihrt [1]. Was die Resultate dieser Unter- 
suchungen betrifft, haben die Autoren entweder nur den quantenmechanischen 
Resonanzeffekt oder nur den »trivialen« Energietransport (durch Strahlung) 
der Interpretation der Erscheinungen zugrunde gelegt. Dies hat zur Folge, 
dass es jetzt noch keine solche phanomenologische Theorie der sensibilisierten 
Fluoreszenz der Lésungen gibt, die es erméglichte, die beiden erwahnten 
Energietibertragungseffekte voneinander zu trennen, d. h. quantitativ fest- 
zustellen, inwieweit die eigentliche Resonanziibertragung — im folgenden : 
Energiewanderung — vom trivialen Effekt, d. h. vom Auftreten einer Sekun- 
darfluoreszenz begleitet wird. 

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, Relationen beziiglich des Fluores- 
zenzquantenspektrums einer solchen Mischlésung herzuleiten, die zwei fluores- 
zierende Stoffe — den Stoff 1 und den Stoff 2 — enthalt, und auf Grund dieser 
Beziehungen Folgerungen beziiglich der Haufigkeit der Energiewanderungs- 
prozesse zwischen den Molekeln des Stoffes 1 und denen des Stoffes 2 zu 
ziehen. 

§ 2. Bei den hier durchzufitihrenden Uberlegungen, die auf den Resultaten 
von [2] basieren, wird angenommen, dass die zu untersuchende optisch isotrope 
Lésung in einer kreiszylindrischen Kiivette der Lange / und des Querschnitts 
R2x durch ein zur Kiivettenachse paralleles monochromatisches Lichtbiindel 
der Wellenlange 4 erregt wird, und dass die spektrale Fluoreszenzquanten- 
stromdichte! B(/’) in der Mitte der bestrahlten Kiivettenoberflache, in Rich- 


Zahl der Photonen 
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tung der Achse gemessen wird (Beobachtung an der Vorderflache). Es wird 
auch vorausgesetzt, dass die Fluoreszenz beider Stoffe unpolarisiert ist. 

Zur Verallgemeinerung der Beziehungen von [2] seien die folgenden 
Bezeichnungen eingefiihrt: k (A) sei der Absorptionskoeffizient der Misch- 
lésung, ferner sei k,(A) bzw. k,(4) der Absorptionskoeffizient, f(A’) bzw. 
fo(4’) das normierte wahre Emissionsspektrum und 7, (4) baw. 72 (A) die absolute 
Quantenausbeute einer Lésung, die nur den Stoff 1 bzw. 2 (in derselben 
Konzentration wie die Mischlésung) enthalt. Tritt keine chemische Wechsel- 
wirkung zwischen den fluoreszierenden Stoffen auf, so gilt nach der Erfahrung 
die Beziehung 


k (A) = ky (A) + Fy (4), (1) 


deren Giiltigkeit hier angenommen wird. Neben 7,(4) und 7(A) ist es zweck- 
massig, auch die Funktionen? 7{(A) und 75(4) zu definieren, und zwar derart, 
dass sie mit der Quantenverteilungsfunktion F(A’) dV der pro Zeiteinheit 
ausgestrahlten sdmtlichen Fluoreszenzlichtquanten eines — durch das Erre- 
gungslicht der Quantenstromdichte eins und der Wellenlange / bestrahlten 
— Volumenelementes dV der Mischlésung in der Relation stehen : 


FA)=kA[mAAG) + 2A). (2) 


Schreibt man die rechte Seite von (2) statt k (A) 1(A) f(2’) und dementsprechend 
die Grésse [n; (A”) fi (a) + 72 (A") fo (A)] statt 7 (A”) f (1), sowie die 
Grésse [1 (A) fi(4") + m2 (A) fo (A")] statt 4, f(A”) in Gleichungen (2), (3) bzw. 
(4) von [2], so erhalt man fiir den primaren bzw. sekundaren spektralen 
Quantenstrom d*@®p bzw. d+@, der Fluoreszenz eines Volumenelementes dV, 
der Mischlésung, das bei einem Punkt P(z,) der Kiivettenachse in der Ente 
fernung z, von der bestrahlten Fliissigkeitsoberflache liegt, im Falle einer 
Quantenstromdichte® E,, des Erregungslichtes die folgenden Beziehungen : 


d* Dp (295 2") = Eg k (A) [ng (A) fu (2) + 0h (A) f(A) eM dV gd’, (3) 
dD (zg: 1!) = Eqgh (A) {6 (2) fg (4") [5 (A) f(A") + 0h fe (2°) 


y, i qu . , “eC , ” £ ° ” , 4 4 
x A(z) dh" + f(4’) | no (A") [m1 (A) (A) + 08 (4) fa (2")] A (20) di"\aV an" 
0 
mit 
k (A”) : e k)z k(A”)s 
Ax (Wy Pe 


* Beziiglich ihrer analytischen Ausdriicke s. Gleichungen (11), (16) und (17). 


. a . Zahl der Photon 
3 Ausgedriickt in phase a. 
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wobei die Integration auf den ganzen Rauminhalt V der Kiivette zu erstrecken 
ist 3 s baw. z bedeutet die Entfernung zwischen dV und d V, baw. dV und der 
_bestrahlten Lésungsoberflache. Wie aus (3) und (4) hechogtelns hat sowohl 

ed ®p als auch d*@, nur Glieder, die entweder f,(A’) oder f2(4’) als Faktor enthal- 
ten. Will man nun B(4’) als die Summe der von dem Stoff 1 und 2 herriihrenden 
Zi -spektralen Fluoreszenzquantenstromdichten B,(A’) und B,(A’)_ berechnen, 

_ so lassen sich diese Funktionen auf Grund der zwei letzteren Gleichungen nach 


gthematicchen Uberlegungen — die analog zu den in [2] beschriebenen 
-durchzufiihren sind und darum hier nicht behandelt werden sollen — in der 
Form 
B, (4) =C(A, 4’) (1. + x4 74 (A) + 1m (AIA (2) (5) 
bzw. 
© Ba (a) =C (A, a’) [C1 + 209) 75. (A) + 19-71 (|i) - (6) 


ausdriicken. Die hier auftretenden Gréssen werden durch die folgenden 
Gleichungen definiert : 


ui g ed —(a-- 
G1) = Go Bae lh = oP () 


= =ta| ae i Se (yEi(— my) — yEi(— y)) + 
(8) 
1 


e? a,y e x =Ly, ia 
7 90 eh) (x (4,7) + 4 (8, v) +e? v (4,9) + v(o9)) Li, [K (4")] 


mit maa; a=k(a)l, p=k(2)1l, y=k(A")l; (9) 


dabei sind : 9 ein Faktor, durch den die Reflexionsverluste in Betracht gezogen 
werden; n der Brechungsindex der Liésung; Lj, ein Operator, dessen Defini- 
tion durch 


Li. [¢] = (ni (AVF (A) (A")da" (i,k = I, 2) (10) 


gegeben wird; y und y Funktionen,‘ die in [2] tabelliert worden sind. Die 


nnn U EEE EEE 


6 = [e(—7) —6(-y—9)], 


v(x 9) = [G(— yy —G(—y + »)]. 


G (x) = Ei (x) —In|x}. 


6 Acta Physica X 4. 
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oe f 
physikalische Bedeutung der Grissen xj, (i, k = 1, 2) ist komplizierter als 


die von x in [2]: wie es sich zeigen lasst, gibt 


sy, AY (2’) Nk (A) G jos 1, 2) 
“4 (WY nt (A) 


den Wert eines Bruches an, in dessen Zahler die spektrale Quantenstrom- — 
dichte der durch die primare Strahlung des Stoffes 1 erzeugten, zur Beobach- 
tung gelangenden Sekundarfluoreszenz des Stoffes k und in dessen Nenner 
die zu beobachtende primare spektrale Fluoreszenzquantenstromdichte des 
Stoffes 1 steht. 

§ 3. Bei geniigend kleinen Konzentrationen beider Stoffe 1 und 2 gilt 
offenbar (vgl. Gl. (2), sowie Gl. (8, 14) von [3]) 


RA) 


Lay (11) 


ni; (A) = = 


und das Einsetzen dieser Formel in (5) und (6) zeigt, dass B;(A’) beim Kon- 
stanthalten der Produkte der Konzentrationen mit / und R, d. h. beim 
Konstanthalten der Gréssen y und my, sich nicht andert. Bei nicht so kleinen 
Konzentrationen dagegen sind die Verhaltnisse viel komplizierter ; hier sei 
durchwegs nur der experimentell wichtigste und theoretisch am einfachsten 
diskutierbare Fall besprochen, in welchem keine Uberlappung der Spektren 
fo (A) und k,(A) auftritt, die Spektren f, (4) und k, (A) dagegen einander stark 
tiberlappen, d. h. x, = 0, x. 4 0 ist. In diesem Falle, bei einer stationaren 
Erregung, bestehen ausserhalb des Intervalls der Konzentrationsléschung 
die folgenden Gleichungen beziiglich der Anzahlen n,jdV bzw.n,dV der ange- 
regten Molekeln des Stoffes 1 bzw. 2 in einem geniigend kleinen, aber noch 
mehrere Tausend Molekeln enthaltenden Volumenelement dV der Misch- 
lésung, welches durch ein Lichtbiindel der Wellenlange 4 und der Quanten- 
stromdichte eins erregt wird : 


dn,-dV = (k, (A) nj (A) — s,n, — an, — wn, — b,n,) dV dt = 0 
(12) 
dn,-dV = (ky (A) nz (A) — syn, + an, — b,n,) dVdt = 0, 


wobei die spontane Emission bzw. die innere Léschung durch die Glieder mit 
s; baw. b; (i = 1, 2), die auf den Stoff 1 ausgeiibte léschende Wirkung des 
Stoffes 2 durch das Glied mit wund die Abnahme von n, bzw. die Zunahme von 
Ny. wegen der Energiewanderung durch die Glieder mit a in betracht gezogen 
werden; 7; (A) (i = 1, 2) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine unange- 
regte Molekel des Stoffes i durch Absorption eines Lichtquantes der Wellen- 
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_lange A in einen angeregten Elektronenzustand iibergeht, d. h. die Wahr- 

_ scheinlichkeit dafiir, dass die absorbierte Energie sich nicht sofort in Kern- 

_ schwingungsenergie umwandelt.5 Aus der Definition der Gréssen s;, 6;, a und 

; w folgt, dass s; und b; als konzentrationsunabhangig zu betrachten sind, a 

und w dagegen stark von den Konzentrationen der Stoffe 1 und 2 abhangen 

_kénnen; im Falle ¢, = 0 oder cy = 0 ist a = w = 0. Auf Grund von (2) und 
(12) erhalt man fiir 7;(A) : 


t _ $m, dV ee k, (A) $y 
2) = Tawar OT a s,+ett wtb, (13) 
, _ syn, dV Sag k, (a) «(7 k, (A) a se 14 
M2 (A) = k(A)aV = 78 (A) k (2) + nf (A) RO ea cr fs E (14) 


Fir c, = 0 gilt (A) = (A) (i #4 k), und daher erhalt man aus (13) und (14) 
die Beziehung 


nt (4) = aoe a ee Pe) (15) 


I 


hieraus folgt, dass sich die Funktionen 7; (A) baw. 43 (A) in der Form 


iQ) =m QR s (16) 
bzw 
nh) =n) Be bm) a @ (17) 
ausdriicken lassen, wobei 
Apel bos Gl a8, (sy 64) (18a-b) 


3 fatwtb, © 4 (89 + by) (8, + a + w + by) 


S; ' 
sind. Da nach WawitLow [5] anzunehmen ist, dass oft imax = eels, gilt, 
5, ; 
kann man auch schreiben: 
ae “1 Pee ea . (19a-b) 


ee s,tatwth, : Tena s,tatw-+b, 


5 Die Ursache der Dissipation der absorbierten Energie kann panensers im Vorhanden- 
sein von fluoreszenzunfahigen Molekeln (z. B. Dimeren) bestehen ; vel. [4]. 


6* 
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Fiir geniigend kleine Werte von c, und c, sind § = 1 und a= 0, und q 
in diesem Falle gilt (11) fiir 7//;(A) ; die Funktionen 7; (A) seien fir s = 1 und 
a = 0 mit 7x; (A), der Operator Li (s. (10)) sei fiir 7; (2) = o(4) mit Lj, und 
die Grésse L}, [K(A")] (vgl..(9)) mit x, bezeichnet (( = 1, 2; k=1, 2). 
Dann erhalt man fir B,(2’) und B, (2’) mit Riicksicht auf (10) die Beziehungen 


B,(¥) =C(4,4) (4) + Lu [KAA (20) 
B, (2’) = C (A, 4) {3 (A) (1 + Loe [K A") ) + 4, @) Lae [K AGE), (24) 


woraus sich — mit (16) und (17) — als Endergebnis ergibt : 


B, (4) = C(A, 2’) s M9, (4) (1 + 8 4) f(A)» (22) 
B, (4) = C (A, 7’) {[n00 (4)+ 4 Nor (A)| (1+ #2) +s 11 (A) [x%, + ax Nh (2’).(23) 


Das Resultat unserer bisherigen Uberlegungen lasst sich also darin 
zusammenfassen, dass die spektrale Verteilung und die Intensitat des Fluores- 
zenzlichtes einer Mischlésung — im Falle der Anwendung der hier angege- 
benen Erregungs- und Beobachtungsmethode — auch bei Vorhandensein 
der Energiewanderung mittels der sich auf den Fall der sehr verdiinnten 
Lésungen beziehenden Funktionen x, beschrieben werden kénnen; die 
Gréssen § und a, die neben den xy, auftreten, hangen im Gegensatz zu Hike 
von den makroskopischen Abmessungen der untersuchten Lésungsmenge 
nicht ab. 

Da die Berechnung der Gréssen xj, nur die Kenntnis der auf die nur 
einen fluoreszierenden Stoff enthaltenden Lésungen beziiglichen Funktionen 
ni(A), f(A’) und k,(A) voraussetzt, lasst sich behaupten, dass in Gleichungen 
(22) und (23) die Wirkungen der Energietransportprozesse beider Art tat- 
sichlich getrennt voneinander ausgedriickt werden. Man kann namlich nach 
Berechnung der Gréssen x}, die fiir die Resonanzerscheinungen charakteris- 
tischen Gréssen s und @ unmittelbar aus der Analyse des Spektrums B (/’) 
bestimmen. Die Gréssen s bzw. a selbst haben eine recht anschauliche physi- 
kalische Bedeutung ; wie aus (19a—b) hervorgeht, ist 100 - 7; max * 3 bzw. 


"ymax — 4. se aE ae 2 ’ 
100 -—**"* a die Wahrscheinlichkeit in °, dafiir, dass die vom Stoff 1 absor- 
No max 


bierten Erregungsquanten als Fluoreszenzlicht ausgestrahlt bzw. dem Stoff 
2 durch Resonanz zugefiihrt werden. 

Die Giiltigkeit der Resultate (22) und (23) lasst sich verhaltnismissig 
leicht fiir den Fall verallgemeinern, in dem das Lésungsmittel selbst die Flucres- 
zenz des Stoffes 2 sensibilisiert. (Dann muss man matiirlich die Definiticn von 
7, (A). 1; (A). f; (2) und k;(A) sinngemass modifizieren.) 
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; § 4. Ist das Produkt der Konzentrationen c, bzw. c, mit | klein genug, und kénnen die 
Fluoreszenzen »hoherer Ordnung« (tertidre, quaternire, usw. Fluoreszenzen) als von ver- 
_ nachlissigbarer Intensitat betrachtet werden, so sind (22) und (23) in der Tat in guter Naherung 
3 giilltig ; im entgegengesetzten Falle aber miissen — ahnlich wie in [2] — Ndaherungsberech- 
_nungen beziiglich der spektralen Quantenstromdichte der Gesamtfluoreszenz durchgefihrt 
werden. Das Problem erweist sich nun bei Mischlésungen als viel komplizierter als bei den 
| einfachen Lésungen, denn bei Mischlésungen ist die Anzahl der simtlichen méglichen Arten 
von Energietransportvorgangen — wie es aus dem folgenden Schema erhellt — unend- 
lich gross. 
3 In der Abb. 1 sind die Gesamtheiten der angeregten Molekeln des Stoffes 1 bzw. 2 durch 
_ @ bzw. © gekennzeichnet ; die ausgezogenen bzw. gestrichelten Pfeile stellen die Energie- 
iibertragungsakte durch Strahlung bzw. Resonanz dar. Als n-tes angeregtes Molekiil wird 


. 
s 
4 
; 


Absorption des Erregungslichtes 


primare 
sekungare angeregte Zentren 


tertiare 


Abb. 1 


ein solches bezeichnet, dessen Erregung nach n—l Emissionsprozessen erfolgte. Beziiglich 
der erwahnten Naherungsberechnungen sei hier nur bemerkt, dass ihre Giltigkeit im vor- 
liegenden Fall nur sehr schwierig kontrolliert werden kénnte; darum scheint es bei einer 
quantitativen Untersuchung am geeignetesten zu sein, durch Verminderung der Schicht- 
dicke zu sichern, dass nur die Fluoreszenz der primaren und sekund4dren Zentren von nicht 
vernachlassigbarer Intensitat ist. 


§ 5. Zur Illustration der bei der sensibilisierten Fluoreszenz auftretenden 
Erscheinungen wurden spektralphotometrische Messungen an alkoholischen 
Lésungen und Mischlésunzen von Trypaflavin als Stoff 1 und Rhodamin B 
als Stoff 2 durchgefihrt. 

Beide Stoffe wurden durch mehrfache Umkristallisierung gereinigt ; 
als Lésungsmittel diente bidestillisiertes Athylalkohol mit einem HCI-Gehalt 
von 103 Mol/I (vgl. [6]). Die Aufnahme der Absorptionsspektren der Lésun- 
gen erfolgte mit Hilfe eines Gitterspektralphotometers »Optica Milano CF 4«. 
Die Anwendung einer zur Erregung der Fluoreszenz gebauten Zusatzeinrich- 
tung erméglichte es, auch die Emissionsspektren bis 600 mu mit demselben 
Spektralphotometer zu bestimmen. 


Die Zusatzeinrichtung enthielt eine mit Gleichstrom (stabilisierter Intensitat) gespeiste 
Quecksilberhéchstdrucklampe HBO 200, aus deren Licht ein beinahe paralleles, monochroma- 
tisches Strahlenbiindel der Wellenlange 436 my mittels Linsen, Diaphragmen sowie eines 
Interferenzfilters (kombiniert mit einem Schott-Glas BG 12 der Dicke 2 mm) hergestellt 
und derart auf die die Loésung enthaltende Kiivette reflektiert wurde, dass die Erregungs- 
und Beobachtungsrichtungen einen Winkel von ungefahr 0,1 rad bildeten und die Vorder- 
fliche der Kiivette eine gleichmissige Bestrahlungsstarke erhielt. Beobachtungsrichtung 
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und Kiivettenachse fielen zusammen, die zur Beobachtung gelangenden Fluoreszenzlicht- 
strahlen bildeten mit der Beobachtungsrichtung keinen grésseren Winkel als 0,05 rad: die 
Mitte der Vorderflache der Kiivette wurde durch eine Linse mit einer Brennweite von 30 cm 
und einem Durchmesser von 5 cm auf die Mitte der kleinen Spaltlinse des Spektralphoto- 
meters bei einer Vergrésserung 1:1 abgebildet; somit betrug der Durchmesser des kreis- 
formigen beobachteten Teiles der Kiivettenoberflache cca 0,5 cm. Die Messung der spektralen 
Verteilung des Fluoreszenzlichtes wurde im wesentlichen auf Grund der Ausschlagmethode 
— allerdings mit Hilfe des Messpotentiometers des Geriites — durchgefiihrt, nachdem die 
Wellenlangenabhangigkeit der Empfindlichkeit des Spektralphotometers unter Anwendung 
einer von der Firma OSRAM auf die Farbtemperatur 2850° K eingestellten Wolframlampe — 
sorgfaltig bestimmt worden war. Die maximale spektrale Bandbreite des zum Sekundirelektro- 
nenvervielfacher des Instruments gelangenden Lichtes blieb durchweg kleiner als 3 my. 

Zur Verminderung der Intensitat der Reflexionssekundarfluoreszenz hatten die ange- 
wendeten Sperrplatten der Kiivetten die geniigend grosse Dicke von 0,3 cm (vgl.[7]). Der 
Kiivettendurchmesser betrug 1,7 cm. 

Die Messungen wurden bei Zimmertemperatur (cca 20° C) durchgefiibrt. 


Die spektralphotometrischen Messungen zeigten, dass die Absorptions- 
spektren der Mischlésungen im untersuchten Konzentrationsintervall — 
entsprechend der Gl. (1) — als Summen der Absorptionsspektren der nur 
den Stoff 1 und der nur den Stoff 2 enthaltenden Liésungen in den betreffenden 
Konzentrationen zu betrachten sind. In Abb. 2 sind die molaren dekadischen 
Extinktionskoeffizienten ¢, und ¢, der Lésungen des Stoffes 1 und 2, ferner 
die daraus berechneten Extinktionskoeffizienten ¢,. der aquimolaren Misch- 
lésungen beider Stoffe in Abhangigkeit von der Wellenlange dargestellt ; die 
kleinen Kreise stellen die Mittelwerte der gemessenen Extinktionskoeffizienten 
der untersuchten Aquimolaren Mischlésungen der Konzentrationen (im 
Moljl)- dar: “e, = 107%,” co = 5 + 10-*. 6, = 2.0 10 oo 
c, = 6,25 - 10-5. Die Absorptionsspektren der Mischlésungen zeigten nur 
Abweichungen voneinander, die im Mittel nicht grésser als 2—3% waren; 
auch die dargesellten Mittelwerte selbst weichen von dem _ berechneten 
Absorptionsspektrum nicht wesentlich ab (s. Abb. 2). Somit kann man die 
Folgerung ziehen, dass in den untersuchten Mischlésungen — dhnlich wie 
bei den methylalkoholischen Lésungen, die von FORSTER untersucht wurden — 
keine bemerkenswerten chemischen Wechselwirkungen zwischen den Stoffen 
1 und 2 aufgetreten sind. 

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Fluoreszenzmessungen 
hatten das Ziel zu demonstrieren, dass die Energietibergabe durch Strahlung 
neben der Energiewanderung im allgemeinen keineswegs eine untergeordnete 
Rolle spielt, d. h. das Ziel, die bei der Herleitung von (22) und (23) angewen- 
deten Ansatze zu unterstiitzen, nach denen beide erwihnte Effekte gleich- 
zeitig von Bedeutung sein sollen. 

Zwei Versuchsreihen wurden durchgefiihrt: bei der einen hatte das 
Produkt der Konzentration und der Schichtdicke bei allen fiinf untersuchten 
Mischlésungen denselben Wert 10-4 cm Mol/l,6 bei der anderen dagegen 


ieee me eee rs ‘ : d 
Wenn also keine Energieiibergabe vorhanden gewesen ware, hitten sich die unmittel- 
bar gemessenen Spektren (B(A’)) als identisch ergeben sollen. 


> ange 
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: paride nur eine Mischlésung untersucht, namlich die der kleinsten Konzen- 
i tration c;, und die Schichtdicken waren wieder (in cm): 0,1; 0,2; 0,4; 
(08; 1,6. (Die Abweichung der Schichtdicken der verwendeten Prazisions- 


_ kiivetten von den hier angegebenen runden Werten betrug héchstens 0,5°%,.) 
in Abb. 3 sind die »auf Reabsorption korrigierten« (vgl. [2]) spektralen Ver- 
_ teilungsfunktionen B*(2’) = B(d’)/C(A, 2’) der fiinf Mischlésungen in will- 


kirlichen, aber fiir alle Kurven festgehaltenen Einheiten dargestellt. Die ein- 


400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 mp 
Abb. 2. Absorptionsspektren der untersuchten Lésungen und Mischlésungen 


zelnen Kurven sind mit dem Index der Konzentration bezeichnet. Wie man 
sieht, treten bei allen Kurven zwei Maxima auf; das eine liegt bei 490 my, 
das andere bei ungefahr 575 my, entsprechend den Maxima der Fluoreszenz- 
spektren des Stoffes 1 bzw. 2. (Beziiglich der Emissionsspektren dieser Stoffe 
s. z. B. [8].) Mit wachsender Konzentration nimmt das dem Stoff 1 zuzu- 
ordnende Maximum stark ab (Verminderung von s), fiir die 4quimolare Konzen- 
tration c = 10~% Mol/l ist sein Wert nur 58% des fiir c = 6,25 - 1075 Mol/l 
gefundenen Wertes. (Dies scheint mit FOrstERs Ergebnissen im Einklang 
zu stehen ; er hat namlich im Falle methylalkoholischer Mischlésungen dieser 
Stoffe unter Anwendung einer visuellen Messmethode gefunden, dass das 
korrigierte Verhdltnis der Intensitat der Trypaflavin-Fluoreszenz einer Misch- 
lésung der Konzentration 10~* Mol/l zu derselben einer Mischlésung der 
Konzentration 6,3 - 10~5 Mol/l gleich 57:99 war.) 
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. 4 
Die Abnahme des ersten Maximums mit wachsender Konzentration — 


wird durch eine ausgepragte Zunahme des zweiten (langwelligen) begleitet ; 


(Der vom Stoff 2 herriihrende Anteil des beobachteten Fluoreszenzlichtes 


ist in diesem Falle beinahe ginzlich eine sensibilisierte Fluoreszenz, weil das 


Maximum der Funktion B3(1’) = B,(4’)(C(A, 4’) im Fall xy, = 0 (i, k = 1, 2) 


, B*/A') 


10 


05 


A 
460 470 480 490 500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 mp 


Abb. 3. Auf Reabsorption korrigierte Fluoreszenzspektren der untersuchten Mischlésun 
bei konstantem Wert von c. | we 


und a = 0 wegen k,(A)/k(A) ~ 0,04 (vgl. Fig. 2) und 7, (4) > 0,5 im Vergleich 
zu dem von B{(A’) verschwindend klein ware.) Dass aber diese sensibilisierte 
Fluoreszenz keineswegs véllig der Energiewanderung zuzuschreiben ist, kann 
ebenfalls eingesehen werden: nach der Theorie der Energiewanderung hat 
namlich jeder Resonanzeffekt zwischen den Molekeln von Trypaflavin und 
den von Rhodamin B nur eine verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit 
fiir c = 6,3 - 1075 Mol/l [6], die auf c, beziigliche Kurve in Abb. 3 besitzt 
dagegen noch ein ziemlich hohes Maximum bei 575 my, dessen Auftreten 
somit von Energietibergabe durch Strahlung, d. h. von der Sekundarfluores- 
zenz verursacht wird. Die Hohe dieses Maximums nimmt dementsprechend 
bei Verminderung der Schichtdicke, nach den Ergebnissen unserer zweiten 


es tritt eine Verstarkung der sensibilisierten Fluoreszenz des Stoffes 2 auf. 


y 
| 
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Versuchsreihe, noch weiter ab: die Grisse B* (A’) zeigte fiir 1 = 0,1 cm bei 
dem Messpunkt 580 my einen um 23% kleineren Wert als fiir | = 1,6 cm. 

Lasst man die geringfiigige Abhingigkeit der Grissen ~°, von m ausser 
acht, dann kann Abb. 3 in einer guten Naherung auf Grund von (22) und (23) 
gedeutet werden: Die Abweichung der fiinf Spektren voneinander ist gdnzlich 


auf die Wirkung der Resonanzeffekte zuriickzufiihren. Auf Grund des oben 


Gesagten ist nun diese Wirkung hinsichtlich der sensibilisierten Fluoreszenz 
des Stoffes 2, obwohl bedeutend, doch nicht grésser als die der Energietibergabe 
durch Strahlung. 


Zusammenfassend kann also gesagt werden, dass die hier besprochenen 


-Versuche: die in den vorigen Paragraphen angewendeten Ansitze zu unter- 


stiitzen scheinen. Weitere Untersuchungen zwecks quantitativer Bestimmung 
der Gréssen s und @ sowie der Wellenlangenabhangigkeit der Gréssen Min 
sind im Gange. 

Auch an dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. A. Buné fiir seine 
wertvollen Ratschlage und sein bestandiges Interesse meinen besten Dank 
aussprechen. 
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O CEHCHBHJIM3MPOBAHHOHM ®JIYOPECHEHUMH CMEINAHHbIX PACTBOPOB 
UW. KEUKEMETH 


PeswmMme 


IIpousBogutca odo0ueHHe (eHOMeHOOrHUeCKOH TeOpuHn BTOPHYHOH dsyopeclleHuHHu 
AIA CLy4ad CeHCHOMIM3MpOBaHHOH PayopeclleHUMM CMCIUAHHbIX PaCcTBOPOB. IIpu BprBoge ana- 
JIMTH4eCKUX BbIPAKeHH, OTHOCALIMXCA K JaHHOMY BOMIPOCy ObLIM MCII0JIb30BaHbI AOMYIeHHA, 
CorslacHO KOTOpbIM Mepefqaya IHEP MyTeM MsyueHHA He UrpacT BTOPOCTeMeHHOM POH TO 
cpaBHeHHI0 c Mepefayeli SHeprHn MyTeM pesOHaHCa. STH jOnyieHuA, CYA HO pesyJb- 
TaTaM CIleKTpoOpoToMeTpHuecKHX H3MepeHHi, MpOBeAeHHbIX Ha CMCINAHHBIX PaCTBOPaX TPH- 
nadsaBuHa WM poxamuna B, NoATBeprKLaloTCA OMbITOM. 
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After grouping the fermions into isotopic doublets (n, p); (u,u°); (e,¥) it is supposed 
that the mass reversal transformations should be carried out simultaneously for the two 
members of each doublet.It is required that all interactions of the elementary particles should 
be invariant under the mass reversal transformation defined above and also under the y,-trans- 
formation for massless particles. This invariance principle in the case of weak interactions 
chooses the V + A interaction, leaving the values of the coupling constants arbitrary. The 
strong nucleon — 2, nucleon — K interactions are also invariant. The supposed strong parity- 
conserving 4s — K interaction may be only of four-vector isoscalar type. The possibility of a 
parity-non-conserving 4— K interaction is also mentioned. 


1. Introduction 


Recently there appeared several papers dealing with the invariance 
of the elementary particle interactions under mass reversal transformations. 
J. Tiomno has mentioned first [1] that the Dirac equation 


[v,(P, — eA,) — ix] py =0 (1) 
is invariant with respect to the transformation 


Ynys, Yor—n py; m—>—m; a ai 5 
oie (2) 


This transformation was called mass reversal transformation. The consistent 
quantum field theoretical treatment of the mass reversal transformation was 
due to T. Oucur et al. [2]. Starting with the observation that the mass in 
quantum field theory is a parameter similar to the four-coordinates x, (or 
even better to the four-momenta) they proposed to carry out a mass reversal 
transformation theory similar to that of the space-time reflections. 

The mass reversed state Y(t) of a state Y(t) is defined so that the mean 
value of each observable Q(x) in the mass-reversed state should be equal to 


the transformed mean value in the original state : 


(Y(t) Q(— #) B (0) = em (¥ (0) Q (#) ¥ (0). (3) 
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om is a sign-function for Q under mass reversal (Y(t) is the state function in 
the interaction picture). Q(—x) results from Q(x) after substituting —x for 
% occurring in Q explicitly and in the field operators as well. If there exists 
such a time-independent unitary operator M for which 


Q(— #) = ey MQ (*) M™, (4) 
then from (3) it follows that 
Y"() = MY (1). (5) 


One can show that such an operator indeed exists, and the theory is invariant 
with respect to this transformation. The mean values of the S-matrix are equal 
in the mass reversed states 


; S (#) = MS(— x) M4, (6) 
with which is equivalent 
H (%) = MH (— x) M4, (7) 


where H(x) is the interaction Hamiltonian. In the expressions (4), (6) and (7) 
the unitary operator M transforms the field operators from which Q is con- 
structed as follows : 


My (x; x) M™ = ny, p (x3 — *) (8) 
for fermion operators and 
M@ (x; x) M~! = w® (x; — x) (9) 


for boson operators, respectively. The whole operator M can be factorized, 
in general into operators acting on Bose and Fermi type of operators : 


M=M,M,,. (10) 


In principle, we can choose in an arbitrary manner the number of the 
particles the masses of which we want to reverse. Therefore different mass 
reversal transformations M(n) can be defined, n denotes the number of particles 
whose masses are being reversed simultaneously. In the interaction Hamil- 
tonian of the Fermi interaction there are four fermion operators. Therefore 
one can treat here the invariance properties under the transformations M(A4), 
M(2) and M(1). These invariance requirements according to (7) choose certain 


+ 
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interaction Hamiltonians as allowed ones. The most restrictive invariance 
requirement is, of course, demanding invariance with respect to M(1). From 
this requirement results [3] that the allowed interaction is of V-L A type, the 
coupling constants are equal: fy = f,. The experiments hovewer, contradict 
this equality. It was attempted to explain this fact as the effect of the 
strong baryonic interactions changing the value of f, and leaving the value 
of fy unchanged. 

It is very remarkable that the nucleon-pion interaction is not invariant 
with respect to the mass reversal M(1).Some authors consider the mass reversal 
invariance as a very general invariance principle and thus they try to generalize 


the strong interactions according to this principle. It is interesting to mention 


here one of the publications of Oxun [4] concerning this problem which 
similarly to another earlier proposal considers the z and K-mesons as bound 
states of baryons and antibaryons. Using Sakata’s model he proposes such 
a strong four-fermion interaction among the particles n, p and A which is 
M(1) invariant. 

In the following we propose such a mass reversal invariance requirement 
which is valid not only for weak but also for strong interactions, resulting in 
the combination V + A for weak interactions without demanding the equa- 


lity fy = ta 


2. Mass reversal invariance 


Considering the fermions and their interactions existing in nature we 
can observe that they can be grouped into doublets [5], [6]. Those doublets 
are (p,n); (um); (e,7). w° is a neutral fermion having zero rest-mass 
occurring in muon interactions. One member of each doublet has an electric 
charge, the other is neutral. Accepting the idea that the masses of the element- 
ary particles are consequences of their interactions one should attribute the 
splitting off of the masses inside a doublet to the electromagnetic interaction. 
The relatively large splitting off inside the muon doublet cannot be inter- 
preted, however, as the result of only the electromagnetic interaction. There- 
fore G. Marx and K. L. Nacy [6] suppose a muon — K-meson interaction which 
might result in such a large mass difference. The interactions known in nature 
so far have the property that their mathematical expressions contain factors 


of the type 4 ‘ 
(y,O0¥:), (Yr O v2), (P29 Yo): 


where y, and y, are field operators inside a doublet. O is one of the Dirac 


1 ; 
matrices l, y , oe i= y, Vue t Vu Yor V5 - 
: i 
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According to the foregoing it seems that the two members of a doublet 
form in a certain sense some unit. Thus it is very tempting to demand the 
mass reversal invariance only with respect to the transformation M(2) defined 
by the simultaneous mass reversal for both members of a doublet. 

Beside the transformation (8) we define independently another trans- 
formation which does not reflect the masses, but multiplies the spinor field 
operator y by 7y;. Denoting by N the unitary operator of this transformation 
we have thus: 


Ny (x;%) N71 = 775 y (x3 *)- (11) 


This transformation is called in the literature y,-transformation [7]. The free 
field Lagrangian of a particle having zero rest-mass is invariant with respect 
to this transformation, but those of the other fermions in consequence of 
the mass-term are not. We demand that the interaction Hamiltonian should 
be also invariant under the transformation (11) for particles having zero 
rest-mass. The transformation (8) in the case of zero rest-mass is, of course, 
identical with (11). Thus our requirements for the interactions of the elementary 
particles are that they should be invariant with respect to the transformations 


(i) M(2) for fermion doublets, and 
(ii) N for fermions having zero rest-mass (here it is identical with 


M(i)). 


In consequence of the mathematical structure of the interactions this require- 
ment is equivalent to the demand for the invariance with respect to M(2) and 
M(1) in the case of nucleons and leptons, respectively. I. e. we transform the 
nucleon operators simultaneously, the lepton separately. We require the 
invariances (i) and (ii) for each interaction of the elementary particles. 

In the following we are going to analyze what kind of interactions are 
allowed by these requirements. According to SAKURAI [3] we choose the 
parameters 7 in (8) and (11) equal to +1. We adopt the proposal of Goxp- 
HABER and GyGreyi [8] considering only the nucleons as elementary baryons 
the hyperons are regarded as bound states of nucleons and anti-K-mesons. 
The mass parity w, of the a-mesons is choosen equal to —1, that of the 
K-mesons to +1. 


3. Weak interactions 
The Hamiltonian of the parity-non-conserving interaction is 
H,, = g(y, O(a + bys) ps) (ps O (c + dys) yy) + hic. (12) 


a, b,c, d are real parameters, which multiplied by the coupling g form constants 


» 
7 


: 


iy 
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e fv> fa»... of the different types of interaction. O can be 1, Yur Vu 5 Operators 


* having the indices 1 and 2 stand for baryons, those with indices 3 and 4 for 
_- leptons. In the case of u-decay all the four operators, of course, represent. 
leptons. 


Let us perform the transformation M(2), e.g. on the doublet 3 and 4. 


_ The invariance requirement according to (7) is: 


(Ps (— ) O (¢ + dys) vs (— #)) = MW (x) O(c + dy,) yy (x)) M1. (13) 


Using (8) this gives 


— 759 (cy; +d) = O(c + dy,). (14) 

’ 
From this 0 = y, but ¢ and d are arbitrary. Taking into account that some 
of the leptons (e. g. the 4 th) have zero mass, from the invariance with respect 


to N we obtain 
c= d. (15) 


Thus after amalgamating c with the coupling constant f, just the projection 
operator (1 + y;) appears between the lepton operators. Because for baryon 
operators only the transformation M(2) can be applied the values of a and b 
remain undetermined. Thus (1 + Ay,) stands between the baryon operators, 


b 
here 4 = — and a also have been amalgamated with the coupling constant. 
a 


M(2) does not determine the value of 4, the case of A+ 1 is also allowed. 
It is well known that, applying M(1) to the baryon field, we would obtain 
the value A= +1. 

The invariance principles (i) and (ii) thus lead to the V + A type of 
interaction without demanding the equality fy = f,. Experience gives the 
same result [10]: A = 1,14. Therefore the form of the {-interaction is : 


Hy = f(¥p Vn. (1 + ys) Yn) (Per. (1 + 5) Y) + hee. (16) 


Because the four-fermion operators occurring in the Hamiltonian of 
the y-decay are lepton operators and in each doublet there is one particle 
having zero mass, the Hamiltonian of the y-decay has also the form (16) but 
with A = 1 in accordance with the experiments. 

Let us deal now shortly with the problem of the weak interaction of 
the strange particles. The decay process of hyperons and K-mesons are 
processes changing the strangeness by one: AS = +1. According to the 
GotpHaser—Gydreyi hyperon model the hyperons are bound states of 
nucleons and anti-K-mesons. Thus the problem of the weak interactions of 
the strange particles can be reduced to the problem of the weak interactions 
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of the K-meson. For this interaction G. Marx has proposed [5] the following { 
form 


F (8, OGY) + 8, B+ GD). (17) 


Here @ is the field operator of the K-mesons, G, an expression of form — 
(Yy,(1 + Ay5) pe) formed by fermion doublets. The indices (+) and (—) denote 
that the corresponding G, enlarges or diminishes the electric charge by one, 
e. g. Gi) = (Pp Yu(L + Ays) Yn): 

We accept as a general principle that the boson fields y, 7 and K are 
also reflected according to (9) when the fermion doublets are reflected. (We 
assign to the photon field the mass-parity w, = +1.) 

It can be easily seen that (17) is invariant with respect to the transfor- 
mations (i) and (ii). 


4, Electromagnetic interaction - 


The electromagnetic interaction of charged particles is described by 
= ¢(¢r, vy 4, +i. (P* fe Oo See (18) 


The first term in (18) is the interaction Hamiltonian of the charged fermions, 
the second that of the charged bosons. 


The two spinors y in (18) describe one type of particle, therefore (18) 
is invariant with respect to M(2) and N. 


5. Strong interactions 
1. Let us treat first the interaction with the z-meson field, We have two 
possibilities : 


ie nee 81 (P57: Y) Pin (19) 
H®) = 82 (YY; van T; y) 3. Pj. (20) 


y is the eight-component operator of the nucleon doublet. Choosing the 
mass parity @, of the t mesons equal to —1 H“), in the case of o, = +1 H® 
is invariant under M(2). H{) and H®) do not satisfy simultaneously ett 
principle, thus either H or H® can be realized in nature. 

2. The nucleons interact also with the K-meson field. The general 
form of this interaction is the combination of isoscalar and isovector terms 1915 


Hkh = Gs (P+ ®) (py) + Gy, (G+ 7H) (Pr, y), (21) 


HRN = Gs. (® a | PD) (YY,~) + Gye (P+ [8, — 3] Zi, ®) (yy, 7; p). (22) 


oy 
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It is easily seen that only (22) is invariant with respect to the transfor- 
mation M(2) thus only H®), is allowed by our requirement (i). The isovector 


_. coupling constant Gy. in the second term of (22) is less by one order of magni- 


tude than the isoscalar G,. 

3. We have mentioned formerly that G. Marx and K. L. Nacy were 
trying to explain the large splitting off of the masses of the muon doublet 
by supposing a strong muon — K-meson interaction. 

Supposing that the neutral fermion y° is a different particle from the 
neutrino taking part in f-processes (as we have done so far) then similarly to 
(21) and (22) the muon doublet — K-meson interaction is the combination of 
isoscalar.and isovector terms : 


AY, = G,, (®+ ®) (py) + Gy, (P+ t; ®) (yt; y), (23) 


H®), = 6y(®* [8, — 8,] ©) (y, y) + Gy(®* [8, — 9,] t; ®) (wy, 7; y). (24) 


Here y stands for the eight-component field operator of the muon doublet. 
The coupling constants G are the same as in (21) and (22). Similarly to the 
nucleon—K-meson interaction only he ee is allowed by the transformation 
M(2), Hy. is forbidden. H®, now contains in contradiction to (22) a field 
operator describing a particle with zero rest mass u°. Therefore we require 
the invariance also with respect to N. The second term in (24) describing 
isovector interaction, however, does not fulfil this requirement, because e. g. 
(¥,»Y.) Which is contained in them is not invariant under N. Thus applying 
our requirements (i) and (ii) together we obtain that the (parity-conserving) 
muon—K-meson interaction may be only of isoscalar type : 


Hx, = 6, (®* [8, —8,] ®) (py, »). (25) 


Because we have no contrary experimental evidence we cannot exclude 
in principle that the supposed muon—K-meson interaction contains a parity- 
non-conserving part too. In this case the isovector coupling is also allowed 


in the form 


Hx, = Gy(®* [8, — 8,] =; ®) (vy, (1 + 75) 7 ¥)- (26) 


Similarly, it is possible that the isoscalar interaction also does not conserve 


the parity in the form 
Hf, = g.(®* [8, — 8,] 9) (vy, (1 + 27s) ¥)- (27) 


7 Acta Physica X/4. 
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If such a parity-non-conserving muon—K-meson interaction were existing, its 
effect would manifest itself e. g. in muon-nucleon scattering experiments. 
In this case, namely, the muons would be polarized and the cross section for 
polarized muon-nucleon scattering differs from that of the unpolarized 
case [6]. 

The author is indebted to Dr. G. Marx and Dr. K. L. Nacy for useful 
discussions and valuable remarks. 
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Mee SES SoS 


3EPKAJIbHOE OTOBPAYKEHHE MACC HU B3AMMOJIEMCTBHA 3SJIEMEHTAPHbIX 
YACTHL 


K. HAIIb 


Peswme 


@MepMuOHbI CrpynnupyloTcA B H3O0TOMHbIe AyONETHI (MN, p); (MH, wo); (e, ¥) Mpegno- 
Jlarav, YTO B Cilyyae 3ePKAIbHOrO OTOOParKeHHA MaCC ABE YaCTHUbI KAKAOFO AyOMeTa AOIDKHbI 
mpeoOpaso0BaTbcH OAHOBpeMeHHO. PaccyKeHHA JLOIDKHbI YOBeTBOPATh TpeOoBaHHl0, co- 
rylacCHO KOTOpOMy BCe B8aHMOeHCTBHA BIEMeCHTAPHbIX YACTHIL ABIIAIOTCA MHBapHaHTHBIMH 110 
OTHOWICHHIO ONpejeeHHOrO TaKHM 0Opa3s0m OTOOparxkeHHA Macc Hy; MpeoOpasoBaHusaA depmuo- 
HOB, OOAalOUIAX MaccoH NOKOA, paBHO! HyJI0O, OOa MpHHWNa MHBapHaHTHOCTH, AOMycKast 
passiWuve KOHCTAaHT CBASH, Mph cua0bix B3auMO_eHCTBHAX MIPHBOAAT K B3alMOseleTBHIO 

+ A. MusapuauTHbim saBsisetca u 7 HM K BganmMogelictaue HyKI0HOB. CubHOoOe B3aHMosell- 
CTBHE MIOOHOB H K-M€30HOB, COXPaHAIOUee YETHOCT, MOOKET MPOHCXOAUTS JIMUb MPH YeTbIpex- 
BEKTOPHOM H30CKaIApPHOH cBaAsH. B padoTe oMlycKaeTCA BO3MO%KHOCTb 0 CHJIbHOM B3aliMo- 
AeCHCTBUH MIOOH—K-Me3OH, B KOTOPOM 4eTHOCTh, ObITh MO>KET, UH HE COXpaHseTcs. 


KPATKHE COOBINEHHA — BRIEF REPORTS 
KURZE MITTEILUNGEN 


ysINVARIANCE AND THE VANISHING 
OF THE OBSERVABLE MASSES 
By 
KL. Nae 
INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST 
(Received 29. IIT. 1959) 


Nowadays one hardly finds papers on mass-origin problems which do 
not mention the consequence of the y,-invariance for the observed mass of the 
elementary particles. According to this principle the real mass m of a fermion 
is zero if the bare mass m, is zero, because the Lagrangian is invariant with 
respect to the transformation y — y,y. So.if we want to retain the attractive 
idea of the exclusively field theoretical origin of the observed masses we 
have to destroy somehow the y,-invariance [1], [2], [3]. 

In order to prove that m = 0, it was frequently mentioned, cf. e. g. [3], 
[4], that dm ~ egm, log 4/m, expressed in terms of the lowest order of the bare 
coupling constant’e,, which turns out to be indeed zero, if m, = 0. One must, 
however, express the quantities in the terms of the observed coupling constant e._ 
In this case dm ~ e? mlog A/m in the same order, m being the observed mass. 
Thus the above reasoning fails. 

In the following, making use of the usual technique of the renormalization 
theory, we show that the result m = 0 follows directly also from perturbational 
calculations of any order. For the sake of simplicity we confine ourselves to 
the treatment of the situation found in quantum electrodynamics, problems 
in other renormalizable theories can be treated similarly. 


Let us denote by M the (unitary) operator defined by 
MyM=y,y, MyM1+=-— yy, MA,M1= A,. (1) 


Here y is the operator of the fermion field with the bare mass m, = 0 in the 
interaction picture. Because MH(x) M~1 = H(x), H(x) being the interaction 
Hamiltonian, we have 


MSM-1= S. (2) 


Let us consider the transition |p>-—>»|p>, where |p> is an electron 
state with four-momentum p,. The part S’ of the S-matrix which gives any 


contribution to this transition is 
S’=1+ 9(p) 2* (iy, P,)-¥ (P) 9 (Pp — Pp) + (3) 


+ terms corresponding to incompact graphs, 


7T* 
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where 


2* (iy, Py) =a ss ae r(p—49)l,(p—@9) De (9) 49: (4) 


here on the right-hand side each quantity contains the bare mass and charge. 


Then from (1) and (3) we see that (2) is fulfilled if 


¥52* (iy, P.) Ys = ~* (ty, P,)- (5) 
Using 
Sr (eo; my) = Z, S¥r, (e, m), Dr (€9, Mo) = Z; Dr, (e, m), (6) 
I, (€9; ™o) = ZiT y(e.m), e = 2,6, 
we obtain 


2 Gy pe er ‘| Yu Se, (Pp — DM 4 (p — & ™ Dr, (q) 49. (7) 


where on the right-hand side only the observed quantities e and m occur. 
From (7) it follows that (5) is satisfied if and only if m = 0. 

The above considerations can be applied also to the part of the 
S-matrix giving rise to the anomalous magnetic moment with the result 
that the anomalous magnetic moment vanishes for a particle possessing only 
ys;*invariant interactions and m, = 0. 

When m, + 0 it can be easily seen that the operator M defined by (1) 
depends on the time, thus we have no conservation theorem corresponding 
to (2) and (5). 

The author is indebted to Dr. G. Marx for his stimulating interest in 
this problem. 
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UBER DIE BREITE UND INTENSITATSVERTEILUNG 
DER COMPTON-LINIE 


Von 


Zs. CSOMA 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen: 3. V. 1959) 


Wie bekannt, geben die Experimente fiir die Compton-Streuung keine 
scharfe Linie, sondern ein schmales Band, dessen Intensitatsmaximum nahezu 
an der Stelle der Compton-Linie liegt [1]. Die Differenz der zwei Wellenlangen, 
bei denen die Intensitat auf die Halfte des Maximums fallt, ist die sogenannte 
Halbwertsbreite. Wenn das Streuatom Ne und der einfallende Réntgenstrahl 
die Mo Ka-Linie und weiter der Streuwinkel 180° ist, so ergibt sich diese 
Breite nach den Messungen von KApPELER zu 0,032 A [2]. 

Der wohlbekannte Grund der Erscheinung ist der, dass die Streuung 
nicht an freien und ruhenden, sondern an gebundenen und bewegten Elektro- 
nen geschieht. Nach der Theorie von DuMonp kénnen wir die Intensitats- 
verteilung des Compton-Bandes berechnen, wenn die Impulsverteilung der 
Elektronen bekannt ist [3]. 

Die vorliegende kurze Arbeit verwendet die Berechnung von A. K6nyA 
fiir die Elektronenverteilung im Falle zweier neuerer Atommodelle. 

Der Gedankengang der Berechnung ist der folgende : 

Nach DuMonp geben die Elektronen, deren Impulse den selben Betrag 
p aber verschiedene Richtungen besitzen, um die Compton-Linie ein Band 
pi* 
me 
einfallenden Strahlung, @ den Streuwinkel, m die Masse des Elektrons und 
e die Lichtgeschwindigkeit bedeuten. Die Intensitét des Bandes ist mit der 
Zahl] der Elektronen proportional. 

Es sei nun die Zakl der Elektronen im Streuatom, deren Impulsbetrag 
a p und p+ dp fallt, ®(p) dp. Man erhilt so fiir die zu dem Impuls 


oO 
mit der Breite 21=4 , wo A* =A,sin 7 und A; die Wellenlange der 


=) gehérende Intensitat 


Hp) =f OP) ap. 


P; 


ere 


wo k ein Proportionalitatsfaktor ist. 
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Die Impulsverteilung ®(p) ist auf Grund der F ermischen Statistik nach 
Burxuarpr [4], in atomaren Einheiten ausgedriickt, gegeben durch 


® (p)=—— [r(p)P* 


wo r(p) den Radius der Kugel bedeutet, in dem sich die Elektronen mit dem 
Impulsbetrag p befinden. Wenn die mittlere Flektronendichte 9 als Funktion 
des Abstandes r vom Kern bekannt ist, dann ist der Zusammenhang zwischen 
p und r in der Nahe des absoluten Nullpunktes der Temperatur p=(32?)"/3 91/8 
atomare Einheiten. Man berechnet nun die Intensitatsverteilung mit der 
Formel 


I(p) =’ | [r(p) | pap. 


PI 


Die Bestimmung der Halbwertsbreite geschieht so, dass der Impuls p berechnet 

wird fiir welclion ese eee , und dann gibt 2/= 4 tol Pp; die Halbwertsbreite. 
I (0) 2 mc 

Weil in dem gegenwartigen Fall 1* = 1; = 0,7076 A ist, liefert einfach 21 = 

= 0,01033. 2p, den Betrag der Halbwertsbreite in A, wenn p in atomaren 

Einheiten ausgedriickt ist. 

Die Durchfiihrung der Rechnungen fiir Ne geschah im Fall der folgenden 
zwei Atommodelle. 

1. Das durch die kinetische Energiekorrektion erweiterte statistische 
Atommodell von P. Gompds [5]. Diese Korrektion hebt den Fehler der 
urspriinglichen Weizsickerschen Korrektion auf, in der ein Energieanteil 
doppelt gezahlt wird. Die neue Dichte fallt in grosser Entfernung vom Kern 
exponentiell auf Null ab. Die radiale Elektronendichte D = 4ar’o ist tabelliert, 


: 1/3 / 
ihren Verlauf zeigt die Kurve a der Abb. 1; weil p= | : = 


4 2 
Dus 
=] hergestellt. Mit deren Hilfe wurde dann 


1/3 
| ist, wurden 
r 


D)1s3 
die Tabellen von fe und r3 
of 


der approximative Wert des mit der Intensitat proportionalen Integrals durch 
eine numerische Methode berechnet. Die nach der oben beschriebenen Methode 


bestimmte Halbwertsbreite ergab sich als 0,0143 A. Die Kurve a der Abb. 2. 
stellt den Ablauf von eo dar. 


2. Statistisches Atommodell von Gompis und LADANYI, in welchem die 
EFlek ; : : ; ae 2 
ektronen nach der Hauptquantenzahl gruppiert sind [6]. Hier ist die 
gesamte Elektronendichte der Atome Ne 


025-050 075 100 


a Abb. 1. Die radiale Elektronendichte Gen zwei Modelle | 7 7 

10 
Sg 

; i 08 

E12) a 

§ 4(0) 

| 06 

; Q9 

Pe 

: Q3 
: Pp 

s g, = 

gE 

4 Abb. 2. Die theoretische Intensitatsverteilung des Compton-Bandes 
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3 5 
wo A, = 9,687 und A, = 2,790 in | Binheiten und A, = 24 » Ag = ae ; die 
b 37% 
Kurve b der Abb. 1. zeigt den Verlauf der radialen Elektronendichte. Weil das 
in Frage stehende Integral in geschlossener Form nicht ausdriickbar ist, wurde 
der mit p proportionale Ausdruck g!/? und der mit r°p proportionale Ausdruck 
7398 tabelliert und mit ihrer Hilfe konnte eine numerische Quadratur ausge- 


fiihrt werden. Es bedeutete eine Erleichterung, dass von r = —— angefangen 
2 
das erste Glied von 9 vernachlassigbar ist, so dass von hier an nach r integriert 


werden konnte. Die Halbwertsbreite ergab sich jetzt als 0, 0301 A. Der Verlauf 

I (p;) 

I (0) 
sich in der Zeichnung kaum von der von KONYA mit der DUNCANSON— 
Coutsonschen Elektronendichte berechneten Intensitatsverteilung, bei der 
die Halbwertsbreite 0,0306 A- war. ‘ 

Die Genauigkeit der berechneten Werte stimmt ungefahr mit der 
Genauigkeit des experimentellen Ergebnisses iiberein. 

Auch an dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. P. GomBAs und Prof. 
A. Konya fiir die wertvollen Ratschlage und Hinweise meinen besten Dank 
ausdriicken. 


von ist mittels Kurve b der Abb. 2, dargestellt. Diese Kurve unterscheidet 
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SECOND. ORDER FOUR-COMPONENT WAVE EQUATION 
IN THE SYMMETRICAL THEORY, WITH PSEUDOSCALAR 
3 COUPLING 


By 
K. LapAnyt 


RESEARCH GROUP FOR THEORETICAL PHYSICS OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 


(Received 3. VII. 1959) 


FEYNMAN [1] has shown that in the presence of an electromagnetic field 
the Dirac equation can be reduced to a second-order two-component form. 
The second-order wave equation of fermion doublets for axial vector coupl- 
ing has been introduced by Marx [2]. In the following we shall present 
a similar procedure for the symmetrical pseudoscalar coupling. Thus the 
nucleon field is described by the equation 


(7.9, + t¥5 7; Pi) Y = — my (1) 
Introducing the substitution 


1 : 
v= —2 0,9, 459,09) — mx ) 
m 


it can readily be seen that 7 satisfies the second order equation 

(8, 8, — Pi Pi + Yn Y5 Ti Oy Pi) % = mH (3) 
After charge conjugation we find 

(8, 8,— 9; Pi + Hy %5 Ti Op Pi) X= m* 7. (4) 


As x has eight components there is no one-to-one correspondence between 
the solutions y and x. The solutions of equation (3), however, for which 


V5tok =X (5) 


is satisfied are in one-to-one correspondence with the solutions of equation (1). 
This can be seen in the following manner. If x is a solution for equation (3), 


easily be verified. From cond Be 


nponents only = 
iy 
( tys rai ie 


re 


where 7, is a four-component quantity. Taking equation (3) a into account 
we find 4 


(8,8, — 9:1) x1 — V2 Pu (Bu 9) E+ ius Bu 0s) Za = mM My 
with 


p= ie (P1 — %,). 


Thus it is found that a second order four-component equation can be given, 
which is fully equivalent to (1). It should be noted that the above reduction 
cannot be carried out in the case of electromagnetic interaction. 
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